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Resumo 
Seja r um reticulado de um grupo de Lie solúvel G. No trabalho de tes{' 
em questão procuramos relacionar os semigrupos maxima.is f com os semigrupos 
maximais de int.erior não vazio de G. Nesse sentido, inicialmente, introduzimos 
conceitos que permitem a adaptaç.ão de métodos usados no estudo de semigrupos 
de interior não vazio de grupos topológicos ao estudo de semigrupos (~m grupos 
finitamente gerados. Posteriormente consideramos o caso em que G é um grupo 
de Lie nilpotente e mostramos que um semigrupo de r é um grupo caso nào esteja. 
contido em nenhurn semigrupo próprio com pontos interiores. Depois tratamos de 
aspectos relacionados a cones e semigrupos e damos uma condição, em termos da 
posiÇão de r em C, segundo a qual um senü-espaço invariante pela ação adjunta 
de r é invariante pela ação adjunta do grupo todo. Finalmente, a partir de uma. 
análise em certos semigrupos no grnpo afim da. reta, mostramos que caso r esteja 
b(•m situado em C então os resultados obtidos para o caso em que G é nilpotente 
se estendem para o caso de G solúvel. 
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Introdução 
Um dos problemas que tern motivado o desenvolvimento da teoria de sernJ-
grnpos é o dt' achar condições sob as quais um subsemigrupo S' de um grupo G 
é um subgrupo. Este problema está intimamente relacionado com o de achar os 
semigrupos maximais de G. 
:\o caso de semigrupos com interior nào vazio em grupos topológicos três fatos 
de n;üureza. elementar; a saber: 
a) o interior de um semigrupo é um ideal, 
b) qualquer semigrupo de interior não va.zio está contido em um semigrupo 
maxima.l de interior não vazi.o e 
c) se o interior de um sernigrupo contém o elemento identidade do grupo o 
rnesmo coincide com o grupo (no caso conexo), 
fazem parte de maneira decisiYa ern qualquer desenvolvirnento de critérios nesta 
direção. 
O problema. de classificaçã.o de subsemigrupos maximais de interior não vazio 
:.H em grupos de Líe sohlveis G foí considerado por Lawson em [7]. A dassi-
fica.{;·ào obtida , citada neste trabalho como T\:orema. 1.4.7, é dada. através das 
semialgebra.s semi-espa.ç.os da álgebra de Lie g associada ao grupo G , isto é, dos 
semi-espaços de g lünitados por suha1gebras de codimensà.o 1. Um ponto cha.vc 
na estratégia de Lawso11 para obter esta. cht .. ssificaçã.o é o fato que. ao considerar o 
quociente de G pelo maior subgrupo tJormal (conexo) contido em J\.1 obtém-se um 
grnpo 1-opologic;nnentP isomorfo a. IR 011 a A..f+ .. onde Aj+ denota o único grupo 
de Lie solúvf'l conexo simplesmente conexo não abeliano bidimcnsional, isto é, o 
grupo <hs iransfonnaçóes afins da reta., Além disso, através de cálc1J\os diretos, 
é possívt;l a cbssiflcaçào dos semigrupos maximais de interior não vazio tanto de 
!R como de ;V+, 
Ao se considerar o problema de subsemigrupos maximais em geral a inex-
istência de pontos interiores restringe substancialmente o uso de argumentos 
topológicos e, nesta situação, os métodos ainda estão para ser d<:senvolvidos, 
Esta tese é uma. tentativa nesta direção, Vamos considerar uma classe de sub-
sernígrupos sem pontos interiores dentro de uma classe especifica de grupos e 
obt:er resultados análogos aos obtidos para subsemigrupos de interior não vazio, 
r.-tais especificamente>, consideraremos o problema dE' classifi<a.ção de semigrupos 
discretos maximais em grupos de Lie solúveis. Nosso método de análise será urna 
mistura de métodos aJgébricos, topológicos e g·eométricos, 
A primeira indicaçào dos resultados a serem obtidos já <tparece no caso unidi-
mensional. De fato: conforme o Exemplo V.5.21 de [3] os semigrupos maximais 
de interior nào vazio do grupo aditivo dos números reais sào as semi-retas limi-
tadas por O. Por outro lado, se 8 é um subconjunto discreto e fechado de IR o 
qua.l é um st:~migrupo que contém elementos positivos e negativos cmão 8 {·um 
:mbgrupo (discreto). Isto pode ser visto a partir do Lema V.5.5 de [:3] ou direta-
J1lt'J'lt.e como segue. Tomando .r0 ::::;rnJn{:r E S: x >O} observamos que ~x0 E ,5', 
Por outro lado, dado J: E S existem n E 7l e r E IR tais que J' = nJ'o +r, com 
O ::; r < .t0 . Desde que S' é semigrupo entào r E S e <tssim r = O, mostrando que 
Os resuha.dos que obteremos ao longo desta tese podem ser encarados como 
nrna extensão, na direção de grupos de Lie solúveis, desse fato elementar. A 
lição que S(' tira daL e que buscamos provar na situação mais geral é que um 
semigrupo discreto é um grupo caso ele não esteja contido num semigrupo com 
interior uào vazio. 
Ao contrário do que o ext'mplo acima possa sugerir, a atribuiçào do termo 
semigrupo discreto o um subconjunto discreto S de um grupo topológico O. 
o qual é um semigrupo, não será cOIJVeniente para nossos propósitos. .\iest.c 
11 
:.cntido consideraremos que ,C.,'(; um .<:rmigrupo discreto r·aso seja um suhsemigrupo 
de mn subgrupo discreto de G, O uso desta terminologia merece os seguintes 
comentários. Helembremos que um subgrupo f' de um gntpo topológico G é dito 
discreto caso seja discreto corno subconjunto de G, isto é, para todo :r E f existe 
um \·izinhança C.r de .r tal que C· n r = {.r}. É bem conhecido,<'' fAcil de provar. 
que estas vizinhanças podem ser tomadas de forma uniforme, isto é, da forma 
U,r =.r. L\, onde UI é urna vizinhança da identidade. A partir disto temos que r é 
um subgrupo discreto se, e somente se existe uma vizinhança da identidade l/com 
l' n f = { 1}. Estes fa.tos sugerem três possibilidades, as quais estã.o listadas na 
prírncira seçào do terceiro ra.pít.ulo, para se definir subsemigrupos discretos. No 
caso de grllpos topológ-icos nilpotentes descartamos a. possibilidade de se definir 
subsemigrupos discretos simplesmente como subconjuntos dJscretos e mostramos 
que o fato de S' estar contido em um subgrupo discreto é equi\·a.lente à existência 
de uma vízinhança da ídentida.de U em G tal que se :r, y E Se xy~ 1 E U então 
.r = y. Para grupos não nilpotentes esta equivalência pode não valer. De fato 
conforme o Exemplo 5.1.1 o grupo Af+ COJJtérn um subsernigrupo s~ para o qual 
existe uma vizinhança como acima. mas o subgrupo gerado por S não é discreto. 
Assim, estaremos preocupados com semigrupos em subgrupos discretos e, rnais 
especificameute1 em sernigrupos em reticulados dos grupos de Lie solúveis, isto 
é, aqueles subgrupos discretos em (jUC o espaço homogêneo correspondente é 
compact.o. 
Cm ponto chave da questão é que reticulados de grupos de Lie solúveis sao 
grupos finitam~?nte gerados. Esta especiilcidade permitiu que introduzíssemos o 
conceito de interior aJgébrico de um subconjunto (c. f. Definiçãu 2.2. l }. Os 
semigrupos geradores possuem interior algébrico e este satisfaz as mesmas pro-
priedades a), b) c c) do interior topológico. Dessa. forma, os métodos aplicados 
na. obtenção de resultados sobre snbsernlgrupos maximais de interior não vaz1o, 
são adaptáveis a subscmigrupos discretos. 
Nossa estratégia para o estudo de subsemigrupos maximais em reticulados 
lll 
de grupos de Lie solúveis, sera a seguintE': pnmetro obteremos a dassificaçãü 
nos grupos ahelianos. Depois nos grupos de Lie nilpotcntes e, postf'riormcnle. 
alravés de sucessivos quocientes reduziremos nossa análise a subsemigrupos de 
Aj+, porém, não mais discretos. 
A extcns<lo elos resultados obtidos no C<'l.SO nilpotente para o caso solúvel nn.o 
é imedia.ta nem gHal. O problema cpw surge é o seguinte: ao considerar a reprc~ 
sentaçào adjnnta de um á-lgebra de Lie solúvel g em um ideal a.bdiano a podem 
aparecer raíz<~s complexas causando a. existência de hiperplanos em a que são in-
variantes pela. ação adjunta de reticulados mas não pelo grupo todo. Este ponto 
indica. dificuldades adicionais do tratamento do caso discreto ;;obre o caso de-
interior nfw vazio. Estas dificuldades sào da seguinte natureza. 
Para um grupo de Lie conexo G com álgebra de Lie g Lawson mostrou (Teo-
rema 9.1 de [7]) para um subsemigrupo maximal Af de interior não vazio c um 
idt>al abe-licmo a de g que 
W ={:c E a: exp(.r) EM} 
{ um cone fechado ge-rador em a e invariant(' pela ação adjunta de G' em a. No 
caso de un1 subsemigrupo discreto S que gera um reticulado r de G ternos que 
IV= fecho{.r E a: 3 t > O,cxp(Lr) E 8} 
é um cone fechado gerador em a o qual é invariante pela ação adjunta de r em a 
mas não necess<niarnente invnriante pela ação adjunta do grupo todo, isto se C é 
sohín:l. :\o primeiro caso, Sf' lV é próprio, existe um semi-espaço de a, limit.ado 
por um ideal de g, contendo H! c isto permite a redução do problema através 
da passagem ao quociente pelo S11bgrupo normal associado a esse ideal. No caso 
discreto. sendo lV próprio. t:'le tarnbérn está contido em um serni-espaç,o de a mas 
sua fronteira, mesmo sendo invari;wte pela ação adjunta. do reticulado, pode uào 
St'r ideal de g, Esta questào diferencia snbstancialmente o ca.so discreto do c-aso 
dl' interior nào vazio c- exige <-pw se nmsldcre reticulados hem posicionados no 
grupo. 
A seguir faremos um breve resumo dos capítulos que compõe esta tese. 
?\To Capítulo 1 abordaremos de forma breve os principais conceitos e resulta-
dos dos quais dependem o desenvolvimento da tese. Neste sentido incluímos aJ 
result-ados b<isicos sobre reticulados de grupos de Li<" e também resultados sobre 
semigrupos e SUi:L<; relações com ordens. A classificação dada por Lawson para 
subsf'migrupos maximais de intel'ior não vazio em grupos de Lie soltÍveis é citada 
para referências. 
O Capítulo 2 trata exclusivamente de resultados algébricos. Definimos ai o 
íntcrior algébrico e também uma versão simétrica do mesmo para subconjuntos de 
um grupo em geral. Em gmpos finitamente gerados mostraremos que a existênç:ia 
do interior algébrico de um semigrupo está condicionada ao fato do semigrupo ser 
gerador e que o interior algébrico satisfaz certas propriedades análogas a-0 inte-
rior tnpológico d(~ um semigrupo de um grupo topológico. Mostraremos também 
que, nestes grupos: qua.lqu<:>r subsemigrupo gerador está contido em um subsemi-
grupo maximaL :~a seçã.D 2.3, o Teorema 2.3.,1 estabelece um resultado similar ao 
Teorema 7.2 de [7] para grupos não necessariamente topológicos onde o conceito 
topolcígiw de semigrupo fechado é substituído pelo conceito algébrico de semi-
grupo arquimcdiano. Na última seção. corno aplicaçào dos resultados das duas 
prirneirns. daremos no Corolário 2.4.2 uma condiçào, segundo a qual, o subsemi-
grupo gerado por um subconjunto de um grupo nilpot.ente finitamente gerado 
coincide com o grupo todo. Este resultado esta.belccc um análogo algébrico ao 
Corolário 8,6 de [7]. 
O principal resultado do Capítulo 3 é o Teon~ma 3A.l o qual estabelece que 
um subscmigrupo discreto 5' de unt grupo de Lie nilpotente conexo simplesmnJtc 
conexo S. o quaiiJà.ü está contido em nenhum semigrupo de interior não va.zio, é 
um grupo. lT rna conseqüência deste fato é que os semigrupos discretos maximais 
v 
de S sao ;;es int('rseçôes dos subsemigrupos maximais de interior na.o vazJO com 
o re-ticulado gerado pelo sernigrupo. A demonstração deste Teorema. é apresen-
tada de duas for.rnas distintas. Na. primeira, a qual independe dos resultados do 
Capítulo 2, identificamos N com (n, *) onde n é a álgebra de Lie de N e * é 
a multiplicctç.âo de Ca.mpbell-Hausdorff. Feito isto, usando uma caracterização 
dt• Tvlatsushima para reticulados de grupos de Lie nilpotentes e manipulações 
algébricas de *· demonstramos primeiro o resultado para os grupos que sa-tis-
fazem n 2 = [n, n'J = {O} e posteriormente, por indução, o caso geral. Quanto a 
segunda demonstração esta. seguirá corno aplicação dos resultados algébricos dü 
Capítulo 2 e do fato que o índice do grupo derivado [r, r] de um reticulado r de 
N ser firüto em r n [N, Nj. 
O Capítulo 4 se divide em duas partes. Na primeira tratamos de aspectos 
relacionados a cones associados a semigrupos bem como da,.invariança dos mesmos 
pela açà.o adjunta. N<t segunda tratamos da posição geral de um subgrupo r de 
um grupo de Lie G com relação a um ideal abeliano a da álgebra de Lie g 
associada a G. Fonna1rnente o conceito é dado na Definição 4.;3.1. Considerando 
o caso oude g é uma álgebra de Lie solúvel o restante do capítulo é dedicado 
a uma ca.ract.erízação da posição geral em termos das raízes da. representação 
adjunta de gema. O resnlta.do obtido é o Teorema 4.3.4 do qual deduzimos que 
a nào existência. de raízes complexas acarreta, que todo reticulado de G está na 
posiçào geraL 
Conforme mencionamos anteriormente a. classificação dos subsemigrupos ma-
ximais dP intC'rior nào vazio em grupos de Lie solúveis depende da clétssifica.<;:ào 
dos mesmos em Aj+. No caso discreto, a situaçào niio é exatamente a mesma 
haja visto que !\[+ não possui reticula.dos. Porém, para este caso 1 tambóm se faz 
nen:ssáriQ uma. análise dos semigrupos dç A.f+ nã.o ncccssa.ríamenk de interior 
não vazio. Isto será. feito no Capítulo t5. O problema colocad.o aí é o de csta-
belerx~r condições sobre as quais a interseção de um subsemigrupo com o raxlic<tl 
11ilpotentc N' de Af+ oão esteja contido em subsemigrupo de interior mw vaz10 
VJ 
de .V. Condiçôes nesst> sentido são dadas no Teorema .5.2.2, o qual é obtido pela 
<tnálise gcornétrica das classes laterais dos subgrupos a um parâmetro de AJ+. 
\"o Capítulo 6 consideraremos o problema de estender a classificação obtida 
para os s:ubscmigrupos maximais de reticulados em grupos de Lie nilpotentes a 
reticulados d(' grupos de Li e solúveis. A situação será no entanto distinta e mais 
C'nvo!Yentc haja. visto que, segundo o exemplo 6.2.6, existem grupos de Lie solúveis 
corn ret.iculados a.dmitindo subsemigrupos próprios que 11ão estão contidos em 
nenhum snbsemigrupo de interior não vazio. O problema que surge nesse exemplo 
é que o reticulado não está na posição geral com relação ao radical nilpotcnte. 
No Teorema 6.:3.5 estabelecemos um resultado análogo ao Teorema 3A .. l para 
reticulados r de grupos de Lie solúveis G possuindo radical nilpotente N abeliano 
e segundo o qual f está na. posição geral com relação a N. A demonstração 
deste resultado envolve fortemente os resultados obtidos nos Capítulos 4 e 5 bem 
como questões ligadas a racionalidade de um reticulado em um grupo de Lie 
nílpotente. A extensão deste teorema. para o caso onde o radical nilpotente não 
é <1beliano é feita. no Teorema 6.4.4 e depende essencia_lrnente da coincidência de 
pesos associados a repre-sentaçôes adjuntas de quodentes da álgebra de Lie. 
Vll 
Capítulo 1 
Preliminares 
Os grupos e á.lgebras de Lie considerados neste trabalho serão reais de dimensão 
finita. Para uma álgf'bra de Lie g denotaremos os termos de sua sé-rie derivada 
por g(k) e os termos de sua série central descendente por gk. Aqui, g(O) = g = 
g0 e. para um inteiro positivo k, g(k) = [ g(k-ll,g(k-tl], e gk = [ g, gk·-1]. Al-
t.crnatiYamente [g ,g] será também denotada. por g'. Se G é grupo de Lie com 
álgebra de Lie g denotaremos os subgrupos fechados de G correspondentt~s a. g(k) 
(respectivamente gk) por G(k) 1 (respectivamente CJk). O ideal nilpotente maxirna l 
de g será denominado de ra.dicalnilpotenie e denotado por n. O subgrupo normal 
nilpotente conexo, maximal de G será. também denominado radical nilpotente e 
denotado por N. Também denotaremos a aplicação exponencial de G por exp. 
1.1 Reticulados de grupos de Lie 
Seja G' um grnpo topológico localmente compacto. Um subgrupo 11 C O é 
um reilntlado se for discreto e Gj H possuir uma medida finita. invariante. Se 
G/ H for compa.cto, !! é um subgrupo uniforme de G. Um subgrupo discreto 
uniforme é obviamente um reticulado. Em geral um reticulado não precisa ser 
unifornlf'. Contudo. se O for um grupo de Lie sohivd e cmwxo então o Teorema 
1 
:_U juntamente com <t Proposir;;ào :·Li dt" [lO] garantem que todo reticulado de G 
/~ uniforme e finitamente gerado. 
Neste trabalho estaremos particularmente interessados em reticul<.tdos de gru~ 
pos de Lie. Os subgrupos discretos dos grupos de Lie abelianos, conexos, simples-
mente conexos, ou seja do grupo iJditivo IR'1 são bem conhecidos (veja, por exem-
plo, [15]). Na verdade são isomorfos a 7l.k, para algum inteiro k, com 1 ~ k ~ n.. 
Quanto aos subgrupos discretos dos grupos de Lie nilpot.entes conexos simples-
mente conexos, est0s não diferem muito daqueles dos grupos a,bclianos c foram 
completament.e caracterizados por Yozô Matsushima em [9] através do seguinte 
teorema. onde a not.ação (*)é usada para denotar o subespaço vetoriaJ gerado por 
*· 
Teore1na 1.1.1 SeJa N um grupo de Lie nilpotente conc.r.o simplesrncnle conexo 
cmn álgebra de Lú· n f aplicação e:cponrncial exp, Sr D C G l -um subgrupo 
discreto entâo pod(m.os escolher uma base f.!= {X1 , , .. X,} de na qual pos.sui as 
seguintc.s propriedades: 
i) (X;+1 , ... ,X,.) (um ideal de (X;, ... ,X,J, parai= l, ... ,n~ L 
i i) Existe um inteiro m, com 1 ~ m ~ n. tal que (Xm, ... , Xn) é ·uma S1tbálgebra 
de n c as constantes estruturai8 de Xm, ... , )(n são racionais. 
iii) Todo dcmenlo dr D podc ser escrito dt maneira única como 
onde os ki 's sôo inteiros. o 
;\hntendo as notrtÇÕes acima fixa.s, temos a partir do teorema 2.1 em [lO] que 
D é um reticulado de N se, c somente se nào existe su h grupo conexo próprio 
de IV contendo D. Dessa forma se, D é um reticulado de N então, no teon:>ma .. 
rn "'"' n e di!Tnlos que f1 é urna base df' Afatsushima de g adaptada ao reticulado D. 
2 
:'\ute qnc nu teorema D é 11m reticulado do subgrupo tonexo D de ;V associado 
a subálgehra. de Lie (Xm .... , .\",.)de n. O subgrupo[) acaba coincidindo com o 
fecho de Zariski dt• D em JV. Note também que a existência de reticulados em 
grupos de Lie nilpotentes está condiclonada a existência de uma base da álgebra 
rujas constantes estruturais sào racionais. 1'\o teorema 2.12 de [10] é mostrado 
que esta é também uma condição suficiente para a existência de reticulados em 
tais grupos. 
Com relaçào a. intcrseçôes e quocientes de reticulados por subgrupos o seguinte 
teorema. o qual é urna condensaçào dos teoremas 1.];3 e 2.;1 encontrados em [lO], 
será sistematicamente utilizado no transcorrer desse trabalho. 
Teorema 1.1.2 Seja Num grupo de Lie nilpotente conexo simplesmente conexo 
f r c N um reticulado. Então r n JVk (reSJlCcfivarnwtc r n IV•(k)) são reticula.do8 
dt N" (respcctit'amenic de IV'(k)) para k 2': J. Também, se lfk drnota a proyeçao 
canônica de N em ~v; N!.· então 1f~c(T) é um retic1dado de N jNk. O 
Até agora mencionamos aspectos topológicos dos reticulados de grupos de Lie 
nilpotcntes. Quanto a aspectos algébricos o seguinte teorema., rnja d(;'monstraçâo 
pode ser encontrada tem [10}. traduz os conceitos que utilizaremos. 
Teorema 1.1.3 Um grupo f é isomorfo a um reticulado de um grupo de Lw 
nilpotrnft coniUJ simplrsmcnlr cone:ro Sf', c somfnic se 
i) r é finitamente gerado 
i i) r ( uilpoltnfc f 
iil) r i livre de torçâo. D 
Conforn1e mencionamos acima os reticulados em grupos de Lie solúveis são, 
assim como no caso nilpotent.e. subgrupos discretos uniformes finitamente gera·· 
dos. Quanto a interseções e projeções não há para o caso soltlvel uma versão 
similar ao raso nilpotente. Entretanto, como conseqiiênna do TeorE'ma :3.:3 de 
[lO] tem,S(' o sC'guinlf~. 
Teorema 1.1.4 Seja G um grupo de Lie solúvel conexo e N seu. radical nilpo-
tente. Entiio, pam todo reticulado f c G, f n N é retic-ulado de N. o 
O teorema acima juntamente com o Teorema 1.1.2 acarretam. 
Corolário 1.1.5 Seja. G urn grupo de Lie solúvel conexo e I'v' o seu radical nilpo-
lcntc Se r c G { rdiculado então f n ,;yk é um reticulado de Nk para todo 
inteiro posiftvo k. o 
Sendo J'v'k subgrupo normal de G temos pelo Teorema 1.1:3 de [10] que JVkf 
e fechado em G. Daí, se 1rk denota a projeçào canonica de G em G f Nk, então 
r,k(I') é subgrupo enumerável e fechado do gn1po de Lie Gj.Nk e porta.nto é 
subgrupo discreto. ;\]Çm do mais, sendo G /I' compacto o mesmo ocorre com 
(G/Nk)J(r.df)) e daí ternos que 7rk(r) é um reticulado de GjNk. Formalmente 
temos. 
Corolário 1.1.6 S()G. G grupo de Lie sohivel conexo e /V seu. radical nilpotente. 
St r c G (' nm reticulado então nk(I') i rdicu.!ado de G/Nk para todo inteiro 
positivo k. D 
l.' ma c<JoscqÜÊ'ncia imediata dos rcsnlt ados acima é que subgrupos discretos de 
grupos de Li e nilpotentes sito flnitarnente gerados. Como as componentes conexas 
de reticulados são pontos isolados ternos a partir da proposição 3.8 de [1 O] que 
todo subgrupo dP urn reticu'lado em grupo de Lic solüvel, conexo é finitamente 
gerado. Para finalizar esta seção citaremos dois outros resultados, também de 
[lO] os quais caracterizam reticnlarlos de grupos de Lie sohíveis. 
Teore1na 1.1.7 l·m rtt1culado em um grupo df Lic solúvel cone.ro simplesmente 
rone.ro f: jorlcmt:nff poli e/clico. Renprocamcnlc, todo grnpo fortonfntc pohdchco 
ndmilr um sub,qru.po normal df {ndtú· finito qur ( iNmwrfo a um rfiiculado nn 
um grupo de Li( 8oltúd r:onrxo ,<;.Ímphsrnudr ronrxo. O 
Teorema 1.1.8 Seja G um grupo de Lir' solúvel conexo símplcsrnt-ttte conexo f 
f c(,' um retindado. Então existe wna representação fiel p de G em GL(n, !R) 
tal que p(I') C GL(n, ll.), o 
Só para lembrar um grupo r é forlnnente polidclico se exíst.ir uma cadeia 
r= I'o ::J I', ::J .. ' ::J 1\ = {l} 
de subgrupos tal que c é normal em 1'; ... 1 e ri-J/f; é dclico infinito para l < 
i~ k. 
1.2 Semigrupos e ordens 
:'\esta seção apwsentarernos alguns fatos bBsicos da teoria algébrica de semigrupos 
hem corno sua. rehu;ão com ordens. Aqui G denotará. um grupo com ideJJtida.de 
I. 
Cm subconjunto S de G é um subscmigrupo se SS C S e urn sub monóide se 
é um ~mbsemigrupo contendo L lim subconjunto não vazio I de 8 é um ideal à 
esquadn deSse SI C I, um ideal à direita se !S' C I. e um ideal caso seja um 
id<?al à direita e à f'squerda. 
Se X é urn subconjunto de G escreveremos 
(X)= X UX2 UX"U··· 
para o snbscmigrupo de G' gcrn..do por X, O subgrupo gemdo por X será denotado 
por C(X); é claro que G'(X) = {X u x~1 ). Diremo.:- que X é um svbconjunto 
gerador. ou simplesmente gerador, caso G(_Y) = G. 
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Para tun submonóide S' C G o conjunto 
H(S)=SnS-1 
é o maior subgrupo de G contido em S 0 é denominado grupo das vnidadcs dr: /·_r 
Se 8 f H(,S) então S- H(S) é um ideal maximal de S no sentido que contém 
todos idcnis próprios de S. 
t'rn subconjunto .4 C G será chamado invariante ou normal caso gAg- 1 =A 
para todo g E G. Dado B C G o maior subconjunto normal df:' G' contido em B 
é dado por 
O maior subgrupo normal contido em um suhscmigrupo S, denominado de 
centro de S, será denot<:tdo por C(5'). :t~ fácil ver que 
C(S) = li(S,v ). 
Um ::--ubmonóide S C G é dito rcdu::ído caso C(S)= {1 }. Denotando SJC(S) 
por 5'1'1 e G/C:'(S') por GR é fácil ver que Sn é reduzido em GR. Diremos que 
(C:u,SR) é a redução do par (O,S). 
Existe uma. relação óbvia entre ordens e suhsemigr11pos de urn grupo. Em-
bora a relação seja de natureza elementar existem vários pontos de vista sobre o 
assunto. X este sentido vamos abordá-lo brevemente. 
Dado um subsernigrupo S C G a rclaçào binária :Ss em O definida por 
< -1 s· .r _s y # y:t E • 
satisfaz: 
i) ;r Ss y e y ~s:::::::} x ~s:: (transitividade) 
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il) .t Ss y:::.::} :r:::;,.;- y:: (compatibilidade à direitit) 
Além disso, a igualdade 
permite rccupera.r 8 corno o conjunto dos elementos positivos. Reciprocamente, 
dado uma relação binárja em G a qual é transitiva e compatível à. direita. cnt.àu 
o colljunto 
Ps={x·EC:l<;x} 
é um subsemigrupo e a relaç.à.o origina.! :S coincide com a relação ~P:s;· Estas 
construçôes estabelecem um bij{:ção entre os subsemigrupos de G' e as relações 
binúría.s de G que são trausitivas e compatíveis à direita. 
A ~;eguint.e proposi~;ão é de ca.ráter elementar. 
Proposição 1.2.1 S(ja S C O 1tm s·ub.9cmigrupo. Entâo: 
ii) ~s f anti-simétrica{:::} IJ(S) C {l} 
iii) Ss {compatível à esquerda{:} S' {invariante. Cl 
t'm.a rela.(;ào bin<Íria :'S em G é chamada pr(-ordcm à direita se for t.ransi~ 
liva, reflexiva e compatível à direita. Se uma pré-ordem à direita. for também 
anti-simétrica a denominaremos de ordem parcial à direita. Pré-ordens e ordens 
parciaís à. esquerda são definidas similarmente. Uma pTé-ordem (resp. ordem 
parcia.l) em G é uma pré-ordem (resp. ordem parcial) à direita e à esquerda. 
Dirernos que uma. ordem parcinl à direita (resp. à esquerda) s; ern C' é ar-
quirncdiana à din:da (resp. à esquada) se para quaisquer ;r_ y E G, com I < .r. 
existir um inteiro positivo n tal que-~ -::; x"'y-1 (resp. 1 :-::; J/~ 1 :x: 11 ). Uma ordern 
parciaJ (>dita. arquirncdiana se for a.rquimediana à direita e à esquerda. 
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E hem conlwcido que a existência de pn~-ordens em grupos, com certas pro-· 
pricdadcs espPcífkas, impõe restrições na f'struturct do mesmo. O teorema a sC'guir 
t~ um re:>lJlt.ado nesta direção <-' pode ser obtido como conseqiú~ncia imediata. do 
Teorema 3.1 em [I]. 
Teorema 1.2.2 Seja G ·um grupo munido de urna pré-ordem arqnirnediana a 
dirrda. ~ a q·ual salisfa:: para todos :r, y.:: E(,'; 
i i) x ::; y o·u y ::; :r ou e:risie w E G tal que x :S w e y ::; w. 
Então G é abeliano e totalmente ordenado. o 
A terminologia lotalrnenú: ordenado se refere ao fato que quaisquer elementos 
deU sào comparáveis no seguinte seut.ido; se :r,y E G' então :r::; y ou y-::=; .T. 
X esta terminologia de grupos ordenados pwcisamos ir um powo aJém. Esta 
necessidetd<-' será exigida na Proposição 2.3.5 onde daremos urna versão do teorema 
7.2 de [7] para grupos não necessaríamente topológicos. 
Em [ll] (Teorema l, página 47) é demonstra.do o seguitJte teorema, o qual 
complE·rm•nta. o teorema 1.2.2. 
Teorema 1.2.3 S(ja O um grupo abeliano totalmente ordenado. Entào c; i 
arqunnu!wno se. c somente se G t; isomoljo a um. subgrupo dt IR. O 
1.3 Semigrupos maximais e totais 
No que segue à esta. seção G denotará um grupo e 8 C G um subsernigrupo. O 
termo próprio será usa.do pa.ra. dizer que S' uào é subgrupo. 
Definição 1.3.1 Um subsnnig·rupo S c G f total se G = S' u s- 1 c ma.ximal se 
{próprio c os 1Ímco~ subsemigrnpos de G contendo S sâo S c G. 
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t ·rn dos pnnCJJHlS objetivo~ de La.wson em [7} foi mostrar que subs:emigrn-
pus maximais com interior nào vazio em grupos de Lie :sohíveis sào totais. Por 
outro lado, conforme [16], nenhum subsemigrupo próprio de interior oã.o va.zJO 
em grupos de Lie semi-simples conexos com centro finito pode ser total. Con-
st.•qÜC'Jüemente, nestes gmpos, é possível garantir a existéncia. de suhsemigrupos 
maximais que não sào totais. Outra;:; relações entre os ronceitos acima vão apare-
ccr a segUJ r. 
~o (ksenvolvimcnto do artigo [7], onde sao classificados os subsemigrupos 
maximais de inh~rior não vazio em grupoéi de Lie solúveis, aparecem resultados 
gerais que utilizaremos a fim obter outros sobre snbsemigrupos nà.o necessaria-
mente com pontos interiores. Passemos a. citá~ los; as demonstrações podem ser 
encontra,das em [7] ou [:3]. 
O primeiro destes resulta.dos e conhecido na literatura corno ';SwalJov~:'ing 
Lemma.''. 
Proposição 1.3.2 Sejam. s c J:! ."1fb8nnigrupos de o com M I!HLÚm.al f jVJ s-l c 
s--l }/. Entdo ocorre wma das condições abai.ro 
i) S n I "f 0 para todo ideal (à e .... qutrdn ou à direita) I de JJ ou 
··) ç-'cti 11 •- "' ' . o 
Em muitos casos a existência de snbsemígrupos maximais pode ser deduzida 
a partir do Lema de ZonL Isto não acontece com subsemigrupos totais. Como 
SlJbscmigrupos maximais nem sempre são totais o seguinte resultado sempre é 
lÍtiL já que se aplica em muitos casos. 
Proposição 1.3.3 Seja AI C G um s11bwmigrupo maximal. SeM ( invnrianlf 
o 
.Através do seguinte resultado elementar o qual é (Onhecido como ''Lema 
da Hedução''ern a1gnmas qnestÔt's de subsemigrupos é possível se trabal11a.r na 
rt'duçào do nH'Sl\10. 
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Proposição 1.3.4 Seja 9 : G -+ H um homomo1jismo sobre.Jdor df grupos c 
~··:C 11 um submonóíde, Entâo .)~é mo.:rimal (rYSP- total, Tf8p. mvarianü) em 
H Sf. e somente se (r 1(S) é ma:rinwl (resp. total, resp. ínvarianle) em G. O 
Sendo ( G R· SR) a redlH;âo do par ( G, S) e dJ o homomorfismo canôniro de G 
em GR temos que 8 = {))~ 1 (<;6(5')) já que C(S')C S. Dess~t forma temos. 
Corolário 1.3.5 S é maximal em G se, e somente se S'R é nw.rimal em GH. D 
A demonstração do teorema a seguir pode ser encontrada em [7] ou [3]. 
Teorema 1.3.6 Seja G 1LI'II grupo topológico conexo lomlmente compacto ou lo-
calmente conu:o. Se 1\11 C G é um subsnm:grupo fechado ent-ão as seguintes 
condições .5âo equú•alfnfes. 
i) ]l.:J é maxima! e invariante 
i i) M é total e invariante 
iii) A1 é tot<d e H(i'tl) ~.::o- C(M), isto é, H(A1) é normal 
J. v) /\.1 é maximal e(; R é topologicamente isomorfo a.o grupo aditivo dos números 
rems. o 
Para finalizar es!.<t ~:wçào citaremos o teorema 8.;) tamb('m de [7]. 
Teorema 1.3.7 Seja IV! um subsemígrupo maximal de um grllpo nilpotcnle G. 
Entâo Af é total, inra1·ianlf f [G.Ci] Ç ll(M). Portanto GH é abtliano r lolal-
mrn.!f ordenado. D 
1.4 Cones e semigrupos 
:-..'esta se(;,-iio V denotará um c>spa.ço v0torial de dirncnsil.o finita sobre IR e V"" o 
espaço dual de todos os furKionais lineares de V rrn IR. Também ma.nteremos fixo 
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o produto interno 
( , ) , v· x v --• ~ 
dado por (a, v)= o( v). 
1.Trn subconjunto lV de V e chamado um cone se satisfazer as seguintes 
condições: 
i) w + w c w 
iil ~+w c w 
iii) J,Ç =\V, isto é, H/ é fechado em V. 
O subconjunto H(W) = W n- W 1 é o maior subespaço vetorial contido em 
I+" e é denominado de bordo do cone. Um cone VV em V é díto pontual caso 
JJ(W) ={O} e geradorcaoo \i= W- W. 
P<ua. um subconjunto ll' c F definimos um subconjunto Jl~"..- de V* por 
W' = { n E \/' ' (r+,") ? 0 para todo v E V} 
E claro que rv~ é um cone de v~, mesmo que VV nã.o o seja. Tarnhém, como 
estamos considerando V de dimensão finita, se Vil C V é um cone. com as devidas 
idcntificaçôes, é fácil mostrar que H/"* = }L O cone H/* é denominado de cone 
dual de H/. 
A dernonsl-ração da proposição abaixo é trivial. 
Proposição 1.4.1 Srja {l" ~um cone em V. Então tV f gerador se t somente 
se o cone duallV"' é pmdttal e ~vice-ousa. o 
('uusldcr<-•mos agora mn grupo de Lie conexo G com álgebra d(' Lie g c 
aplicação exponencial exp : g ----+ G. Os tennos definidos a segmr podem sN 
cnr:ontra.dos, por C'X('mplo, em [3]. 
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Definição 1.4.2 Cru con.c 1r C g ( rhamado, cone de Lie se ead(Xltv = l·F para 
todo X E H{tr) f cone invariante se ea.d(Xl~F = IV pam lodo _y E g. 
Seja J3 uma vizinhança aberta de O em g a qual é simétrica estrelada e tal 
que para todo X,}/ E B a série de Campbell-Hausdorff 
X* Y =X+ Y +~[X, Y] + ~[X,[X, Y]] + ~W.[Y,X]] + · · · (l.l) 
conn:·rp.;e absolutamente. C ma tal vizinha.nça. é chamada de 11Ízinhança de Bakcr-
Campbrll-Hausdorff ou brcn~nwnte C-fi vL::inhança de g. Para todo X, Y E g 
t-ernos que exp(X * Y) = exp(X)cxp(Y); na verdade isto ocorre para todo X. ·y 
suficientemente próximo de O. 
Definição 1.4.3 Crn cone lV rm g é denominado de semialgebra de Li e se para 
algurna C-H- ~~i:::inhança B df O em g ocorrer 
(WnB)•(WnB) Ç W. 
O resultado a seguir, cuja demonstra.~·ão pode ser encontrada ern [:3], fornece 
urna caracterização dos semi-espaços de g que sào semíalgebra.s de tit>. Aqui 
denominados de stmialgebras semi-espaço. 
Proposição 1.4.4 Seja lcF 1tr11 semi-espaço em g. Entâo VV rF uma -9emialgebra 
.::;nni-r.::;paço :jf, f somcntt: Sf o hiperplano fmnteir"a H(lV) = rnv de Hl for uma 
subrilgebra de Lie. o 
Estrita.ment.c ligado a proposição acim.a temos o seguinte teorema demons-
i.rCldo por Hofmann em [S]. 
Teorema 1.4.5 Srja g uma álgcbm de L ir f h wn hiperplano que {uma ..;;uba!-
gt:brn. Entlio um. r somente um dos CiUi08 abai:ro ocotTt. 
i) h (um idnd. 
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li) h umif'm um idral a dr g tal qur g/a f isomorfa a álgebra dr Lie bidúncn~ 
síonal raio abdiana f hja i uma snbafgtbra unidirnwswnal qru: nlio !':um 
1:df:'aL 
iii) h contém um ideal a de g tal que gja é iso·mMja a sl(2,1R} e h/a e uma 
suba.lgcbra. solúct! dE dimcrv:;ão 2. 
A partir deste teorema verifica se que os hiperplanos subalgcbras de uma 
álgebra de Lie nilpotente sào ideais. Conseqüentemente tem-se. 
Corolário 1.4.6 t"m scm.i·rBpaço Hl de 11ma. álqcbra de Lie rülpotcnte g é liiJHJ 
semialgebra Bem i-espaço se, e somente se VV ron!{m a saba.lgebra derivada [g, g]. 
o 
Um fato fundamental, que aparece de alguma forma em uma variedade de 
contextos onde semigrupos em grupos de Lie siio considerados, é o seguinte: 
.Se S C G é um subsemigrupo fechado então 
L(S) ~o {X E g: exp(IX) E 8 para todo t :>O} 
é um cone de Lie em g. Os elementos deste cone são conhecidos na literatura como 
objetos !angcnfes do semigrupo S. Note que, se S' é discreto como subco.njunto 
de G. então L(S') é vazio. 
O m;ilor subgrupo sohív<:>l conexo dE' G, ou seJa. o seu radical soltÍvel sera 
denotado por rad( G). O teorema a seguü, cuja dcmonstraçào pode ser encontrada. 
em [:3] 011 em [7] classifica suhsemigrupos maximais com interior em grupos d<~ 
Lie em termos de seus objetos tang(!ntes. 
Tem·etna 1.4. 7 Srja G' um grupo de Li e conexo simplcsrnude conexo com. G /rad( G) 
compacto. Então os S1.tbsemigntpos ma:rimaú; de ínterior nâo -vazio M de G estão 
nn corrcspondéncia bi;jdora com seu8 objetos fangenffs 
L(.\f) ~{X E g: cxp(tX) EM para t :>O} 
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e os últimos são prrcisomcntr: as sunialgrbras suni-f-5paços d( g. Al/m dts.-:;o . . \1 
é o sub.-;rmigrupo g(rado porexp(L(M)). o 
Uma conseqüência imediata deste teorema é que subsernigrupos maximais de 
interior não vazio nos grupos considerados são totais. 
Para. fino.lizar este capítulo citemos o seguinte resultado, o qual segue do 
teorema acima .. 
Corolário 1.4.8 Seja G como no tconm.a. c n mn 8ubconj1mlo quf gera g corno 
álgebra de Lic. Se n nâo rstá contido em nenh11m semi-espaço limitado por uma 
su&algtbra de g então o semigrupo de G' gerado por exp(IR+n) é todo G. C 
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Capítulo 2 
Resultados algébricos 
Neste Capítulo serã.o introduzidos conceitos puramente algébricos de sernígrupos 
os quais permitirã-O obter para grupos em geral alguns resultados análogos a 
existentes para grupos topológicos. Alguns desses conceitos serão fundamentais 
em nossa estratégia. de classificação de subsemigrupos maxima.ís de reticulados 
em grupos de Lic solúveis. 
2.1 Semigrupos em grupos finitamente gerados 
Se Sé nm s11hsemigrupo de ínterior não vazio em um grupo topológico G então 
existe urn subsemigrupo maximal de interior não vazio em G' cmltendo ,_5 (veja, 
por ext.'mplu. Proposiçã.o \/ .. 1.14. em [:3]). Paxa grupos finita.meiJte gerados temos 
um resultado simílar de interesse no estudo de subsemigrupos discretos, já que 
reticulados de grupos de Lie solúveis sâo finitamE'nte gerados. 
Proposição 2.1.1 Seja f nm grupo jinitamentr gtra.do r 5' c f um subscnú-
.qrupo próprio gerador. Bntlio 5' está contido em v.m su.bsemigrapo ma:rinwl de 
r. 
Demonstração: Seja M a família. de todos subsemigrupos própríos de r con-
tendo s·. Orckncmos IVI por inclusão. Seja (Ti)iEJ um subconjunto totalmente 
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ordi'l'ti1do dE-' ?\L Chramentr T = U,EJ7~ é um Sltbsernigrupo contendo S. Além 
dis:o;o T ó um :mhscltligrupo próprio. De falo: se isto não ocorrer T = r pois 8 
gera r. Dní T = T; para algum 1. já que r é tlnitamente gerado. Isto contradiz 
o fato dos Ti 's serem próprios. Portanto T EM e S está contido em um subsemi-
gruJ)O maximaL 
c, 
lJ 
Conforme a Proposição :3.8 de [10] todo subgrupo de um reticulado de um 
grupo de Lie solúvel conexo é finitamente gerado. Neste caso temos. 
Corolário 2.1.2 Sqa r um reticulado de um grupo de Lie solúvel conexo. Então 
todo subsfmigrupo próprio 8 C r está contido em um wbsemigrupo maJ:irnal do 
subgrupo gerado por S. 
Paro obter uma classe de subsemigrupos onde a segunda hipótese da Proposiçào 
svja. v<ilid<J o seguinte result.a.do, colocado em um contexto mais geraJ, é útil. 
Proposição 2. 1.3 Seja G urn grupo r H C G um subgrupo. Seja. tmnbi-m S C (; 
vm subscmigrupo gerador c suponha IJIU S é transiliuo em G/ H no .~entído q-ut 
,C.,',r :c:::. Gjff para todo .r E GjH. Então S'n H é gerador em H. 
Demonstração: Denote por L o subsemigrupo d(' H gerado por SnH e tomemos 
.r E /l. D('sde qne S' {>gerador existem .r1 ..... x, t~rn 8 tais que 
onde .r 1 ou :.r 11 pod('TJl ser o elemf'nto identidade de G. Queremos mostrar que 
.r E L. Para isto vamos usar indução em n. Caso n "''"' l na. t'xpressào a.cirna. é 
óbvio que .r E L. Por outro lado, pclct transit.ividade de Sem G f 11, existe :r E S 
tr1l qne ::i'"J' 1 E H on. equi\·a.kntemeHt.e . ..rJ 1:r-t E J/. Re(•screvendo a ('Xpressão 
acnna como 
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ohLetnos 
com y = 1':r2 E S. Por indução, o lado direito desta expressão pertence a L e 
port<wto (:rxl)x E L. Como Xx, E L entã.o x E L. o 
2.2 Interior algébrico 
Existern alguns aspectos da teoria de subsemigrupos em grupos finitamente ge-
rados que podern ser desem·olvidos em analogia com a teoria de subs('rnigrupos 
de interior não vazio em grupos topológicos. Isto pode ser implementado com o 
seguinte conceito. 
Definição 2.2.1 Seja r um grupo e A c f um subconjunto. O interior algébrico 
de /1. {o subconjunto dos :r E A para os q·uais f= (A:r-1 ). Urna vcrsáo simétr·i<:a 
de,sfe co na do é o interior algébrico simétrico o qual(, definido como o wbr:onjv.nt.o 
dos :r E .. A. pa.ra. as qu.ats e.úste u.m subconjunto simétrico U C f 8aüsfa::r:ndo 
r~ ((') , C.r c A. 
Der10t.aremos o interior <-tlgébrico de A por intalg( A) e o interior algébrico 
simc'trico por itJta1gs(A). Nesta deflnição consideramos translação à direita. pe-
.!os inversos dos elcrrwJlt.os de A. ~ot.emos qm~ o mesmo interior a.lgébrko seria 
obtido caso considerássemos transla-ções à esquerda. Isto devido a que x- 1 A = 
.1'- 1 (A:r- 1):r e um subconjunto gera. um grupo se, e somente s(' seu conjugado 
também gera. A analogia do interior algébrico de um subconjunto de um grupo 
finitamente gnado com o interior topológico em um grupo topológico é clara.. 
Em part.indar, confornw segue irncdiatanwnte da definição, mencionamos o fato 
que urn subsemigrupo 8 C r ('Oincide COn1 f caso O cJernenlo identidade de f' 
pertença a intalg(S). Isto determina um método, análogo ao existente para sub-
~wwigrupo:; com ponto:; interiores em grupos topológicos, para decidir quando 
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um subsemip;rupo (:um grupo. A exist('ncía de interiores algébricos é tratada na 
:seguinte proposiçào. onde temos iut.t'ressc específico. 
Proposição 2.2.2 Para um 8Ubsemígrupo s de um ,1}1'1.Lp0 finitarncnte gtTa.do r 
as seguintes condiçôes são cquÍl.'alentes. 
a) 5' é gerador. 
b) intalgsS f0. 
c) intalgS' i- 0. 
Demonstração: As implicações (b)::::} (c) e (c)::::} (a) são trivia.is. Assurnamos 
que S seja gera.dor. Temos que 8 é enumerável, pois r é finitamente gerado. Seja 
uma enumeraçào para S. Para um inteiro positivo n seja S'n o snbsemigrupo de 
S gerado pelo subconjunto simétrico 
Ti" -{r· X .,.-! X-!) t·n- · l""' .,., .. 1 , .... n · 
I~ claro que r= Ll>1/i'n e, como {Sn} é urna cadeia ascendente de subsernigrupos 
e r é íinítarnente gerado, r = S, para algum n. Portanto. para est.C' inteiro n, r·, 
P urn conjunto gerador sirnéi.rico de r. A partir disso segue fa.cilmente que 
é t<unbém um subconjunto simétrico de geradores de L Agora, ~eja 
!8 
Claramente :r E S e, desde que os elementos de jV :r são da forma ( J', · · · .r s )r 1 , 
·1 = 1, .. ,, n. temos que N ;r C S, mostrando que .r E intalgsS'. o 
Assim como o interior de um subsemigrupo em um grupo topológico, os inte-
riores algébricos são também idrais do subsernigrupo. De fato temos. 
Proposição 2.2.3 Seja S' um subsernigr·upo gerador· de um grupo fi-nitamenff 
gerado r, Então intalgS e intalgsS são ideais de S. 
Demonstração: Sejam .r E intalgS e y E S. Então 
(; nssim yx E ini.algS. Similarmente (Sx- 1 ).ry = Sy C S implica S:r- 1 C S(:ryt 1 • 
mostrando que xy E intalgS. Agora, seja ,TE intalgsS e y E S. Então existe um 
sistema simétrico de geradores de r, digamos U, ta.! que U:r C S. Daí segue 
que U:1:y C Sy C S mostrando que .ry E inta1gsS. Por outro lado V = -yUy- 1 
é tambérn um_ sistema sirnétrico de geradores e, desde que, \lyx C ylJ:z:._ ternos 
Vy.r C yS C S. e a.'::sim, y.r também pertt-.~nce a intaJggS. ll 
Estas duas proposições contém os fatos sobre interiores algébricos que neces-
sitaremos futuramente. Contudo, dentro da ana.logla destes iuteriores com o::: 
interiores topológicos, os st'guintes resultados também são relevantes. 
Proposição 2.2.4 Seja r um gr-upo finitarnent.e gerado e S' c r mn subsfrm-
grupo, Então S é gerador se c somente se intalgS' é gerador. 
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Demonstração: ~~claro que Sé gerador se intalg5' o for. Por outro, intalg5 /::- 0 
se Sé gerador. Seja .. r E intalgS' e tomemos y E S'. Temos que 
y ~ (y")x- 1 E (int.algS)(int.algST' 
já. que intalgS é um ideal de S. lsto mostra que S está contido no grupo ( ( inta1g5')U 
(intalgS)- 1 ) e, portanto. intalgS é também gerador. D 
Esta proposição permite definir por recorrência S"(nl = intalg·(5'o(n-t)) onde 
S"(0) ""~S. No caso ern que Sé gerador cada um destes subsemigrupos é gerador 
e so(n) é um ideal de S"(n-l} . A seguinte proposição melhora esta afirmação. 
Proposição 2.2.5 Se s é geradoT então so(n) é um ídeal de s para cada n ~ o. 
Demonstração: Por indução em n. Para n = O é a Proposição 2.3.3. As~ 
sumamos então que so(n) seja um ideal de s c tornemos X E so(n+l), bem corno 
y E S. Sçndo S"("'l um ideal então ySo(r:.J e S"(nly estão contidos em so(nl. Por-
··1 (,'O(n) _ ( ·)-1 s•a(n) c (yr )-'J oa(n) y ._ - yx y. x a 
e 
Desde que (x- 1S'o(1d) '~ (S'n(nJ,.r- 1 / coinc-idem corn r, concluímos a partir destas 
inclusões que 
mostrcmdo que xy e y:r pertence a sa(n) como desejávamos. [j 
Os resultados acima foram estabelecidos somente para inteTiores algébricos. 
Contudo não é difícil de se obter resultados similares para. os interiores algébricos 
simétricos. A tÍ]tima proposlçií.o mostra que os sucessivos interiores algébricos 
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formam urna seqüência não crescente de ideaís de 8. Contrariamente aos interi-
Of\'S topológicos, {~sta. scqiiência pode ser ('stritarnente decrescente. De fato. para. 
o subsernigrupo 
8={xE7lox20) 
Jo grupo dos inteiros temos para cada n 2: O que 
S"(n) = { x E 7l o X 2 n} 
Por zmtro lado existem semigrupos em grupos finitamente gerados que são abertos 
no sentido que coincidem com seus interiores <tlgébricos. Daremos a seguü um 
tal exemplo. 
"flJxemplo 2.2.6 Tomemos r= 7l 2 c coloquernos 
8 = {(.r,y) E r o --x + ../2y > 0} 
t claro que Sé um s-ubsemigrupo gaador de r. Vamos mostrar qtu;, S = intaJg·S'. 
Para isto coloquemos 5 1 = S U {O}. (7onforme veremos este é um s~ubsemigrupo 
ma:ritnal de r-. TomcmoB ü E S. Então f( o:)> O, onde f é o funcional linear 
dado por f(.r,y) = --x + J2y. Pela irracionalido,de de v'2 existe j3 E 5' t.al que 
O< J(3) <f( o-) .. ou seja, f(/3- o-)< O. lsto implica que ,8- a rj:_ 5\. Agora, é 
claro que S'1 C (S- a) e q·ue /3-- n E (S ·~a). Portanto, pela rna.J.:imalidadf df 
S\, (S' - o-.) = f. A.s.sim .. ü EintalgS, mostrando qu.e S = intalgS'. o 
O próximo exemplo é para rnostrar que o interior algébrico simétrico pode 
csta.r contido propriamente no interior algébrico. 
Exemplo 2.2.7 No grupo 7l.2 tomemos o s-ubscmigrupo 
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I lvl~-x}. 
4 
1( mos qve (L O) E intalgS, já que o snbcovjunto { ( -1, O), (:J, 1 ), (3, -1)} gera 7L' 
c e .si á contido em S ~ { ( l, O)}. Por outro lado, os subconjuntos simétricos de 
S'- {(!,0)} estâ.o contidos no eixo âosx'.s e dai(l,O) 'f. inta.lgsS. o 
2.3 Semigrupos arquimedianos 
Nesta seçã.o prccisarernos de alguns fatos relacionados com o conceito de préordens 
arquimedianas transposto para snbsemigrupos. 
Definição 2.3.1 Um subsemigrupo próprio S de um grupo G é arquimediano à 
direita ( resp. à esquerda) se para todo x E S com x-1 tf. S e y E G e:rú;tir 'lt'ln 
inteíro positivo n tal que yx 11 E S (respectivamente X 11 Y E S). O subse-migrupo e 
arquimediano se for arquimediano tanto à esquerda como à direita. 
:.lo que segue o propósito é olhar paxa subsemigrupos maximais invariautes 
t~JJl grupos em geraL Vamos obter resultados similares aos obtidos por Lawson 
na_ seção 7 de [7] com a diferença que, ao invés de conceitos topológicos 1 faremos 
U!>o da propriedade de arquinwdia,uidade de subs<,rnigrupos. 
Noternos inicialmente os seguintes fatos relacionados com o conceito defiuido. 
Primeiro, S é arquimediano à direita se, e somente se s-1 é arquimediano à 
es·qucrda, Dessa formaS é arquimediano se, e somente se 8 e s- 1 são arquimedi-
anos à. direita ou à esquerda. Também é claro que Sé gerador se for arquimediano 
à direit.a. ou à esquerda. 
O seguinte lema relaciona subsemigrupos maximais invariantes com subsemi-
grupos arquimedianos. 
Lema 2.3.2 Seja S mn 8ub8emigrnpo maxúnal e invariante de um grupo G. 
Entáo S ( arquimcdiano. 
D t - S , " li(") C' I' - d S'- 1 1 l ' en1ons raçao: t'.JâiD ,r E ,) ~ ,J e y E '· ',nt.ao x v: ~ e, ( es( c que,':; 
l"ll<IXirnal implica s~l maximal, o subsemigrupo gerado por s-l u {:r} é todo G. 
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Porta.nt.o, existem z 1 •..• , =-~+t E s- 1 e inteiros positivos n 1 ••••• nk tais que 
Desde que s é invariante, gS c Sg para todo g E G, ou SeJa, s-1g c gS-l 
para todo g E G. Aplicando esta inclusão à equação acima é possível agrupar as 
poti':ncias de .r à csqut.'rda e a reescreve-las como y-1 = xnz onde, n = n 1 + · · ·+·n~; 
e :: E s-1 . Isto mostra que y.r" = z- 1 E S. Portanto S é arquimediano à di~ 
rei ta. Csando um a.rgumcnto sirnilar obtemos que S é também arquimedia.llo à 
esquerda. o 
Uma maneira de se obter exemplos de semigrupos totais que não são maxi-
mais é retirar. de maneira conveniente, algum subconjunto da fronteira de um 
semigrupo maximal em um grupo topológico. De fa.to; esta é a. única maneira. de 
se obter i ais exemplos pois, conforme a Proposição 6.1 de [7], um subsemigrupo 
fechado total f•m um grupo topológico conexo localmente gerado é maximaL Para, 
grupos não Jwccssa.riament.e topológicos tt~mos o seguinte resulta,do, que é uma. 
cspécit.> d(' recíproca do lema .antt~rior. 
Lema 2.3.3 Seja G ·um grupo e S C G um subscmigrupo total e arquimediano 
à direita. Então 8 é mo:rimal. 
Demonstração: Seja ::rEG-· Se To subsemigrupo de G' gerado por S U {.:c}. 
Precisamos mostra-r que T = G. Pa.ra. isto tomemos y E C. Desde que Sé total, 
f-·l E Se assim x- 1 E S -- H(S) já que x f:_ S. Portanto, sendo S a.rquirnedl-
ano à direita existe um inteiro positivo n ta.! que y(x- 1 )" E S, mostrando que 
y E 8:cn C T. Hesult.a.do similar é obtido se 8 é assumido como sendo a.rquime-
diauo à esquerda. [] 
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Proposição 2.3.4 Seja L C G um subgrupo e S C G um subswúgrupo ma:rimal 
mvanante com. S n L -::f L. Entrlo S n L é um subsf:migrupo ma .. runal invariante 
de L. 
Demonstração: Como Sé maximal e invariante, pela Proposição 1.3.3, Sé to-
tal em G e, conseqüentemente S n L é total em L. Daí, em vista do Lema 2.:3.3, é 
suficiente mostrar que Sn L é arquimediano à esq Herda ou à direita em L. Agora, 
j)C']o .lema 2.3.2, sé arquimediano em G'. Tomando X E 8 n L-~ f-1 (S n L) ' y E L 
e observando que .T f/. ,S'- 1 temos para algum inteiro positivo n que y:l'n E 8 e 
assirn yx" E S n L. Isto mostra que 5' n L é arquímediano à direita e, como é 
invariante, pelo l{:ma 2.:3.3, é maximal. o 
Temos agora a seguinte ca.raderização de subsemigrupos maximn1s mvari-
antes. Esta car<1ct.erizaçào é similar a da.da por La\vson no Teorema. 7.2 ern [7] 
sendo que, ao invés dos conceitos topológicos ali utilizados, aqui utilizaremos o 
conceito aJgébrico de arquimedianid<1de. 
Teorema 2.3.5 Seja S um subsemigrupo próprio de um grupo G'. Então as 
seguiutc.s afirmações ,-;âo cquiualcntes. 
a) S é ma:árnal c i1ivariante 
b) S' ( total, Íln!n.rian{e f arquimcdwno 
c) S é total, H(S) ~C(S) c S é arquimcdiano 
d) S é rruuirnal f G/C(S') { osonw1jo a um subgrupo do grupo dos núnu;ros 
Demonstração: O fato que (a) implica (b) segue da Proposição I)).;_~ e do 
Lema. 2.3.2. Por outro lado a implicação de (b) com (a) segue do Lema 2 .. :L3. A 
equivalência entre (b) e (c) é óbvia já que Sé inva.riante se, e sorneute se H(S) 
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é um subgrupo normal de G. A implicação de (d) com (c) é imediata e resta. 
portanto. mostr<u que (c) impllca (d). Assumamos então que (c} seja válida e 
consideremos a reduçã.o ( G'R. SR) de ( G'. S). Neste caso Sn & um sub.semigrupo 
total e arquimedia.no de GJ?. Coloca.ndo isto em termos da pré-ordem ~sR de G'R, 
induzida por 8n. o Teorema 1.2.2 garante que GFI. ê a.bC'!iano. Desse modo GFI 
é um grupo abeliano totalmente ordenado por uma ordem arquimediana. Con-
seqlientemente. pelo Teorema 1.2.3, é isomorfo a um subgrupo de IR. o 
2.4 Semigrupos em grupos nilpotentes finita-
mente gerados 
Se G é um grupo topológico nilpotentc conexo e A C G é um subconjunto cujo 
interior topológico intercepta o subgrupo comutador [G, Cx1 de G'entào, conforme 
Corolário V.5.32 de [:3], o subo:.emigrupo de G gerado por A é todo G'. Nesta 
scçàol a partir do conceito de interior algébricol daremos uma versão similar a 
este resuhado pa.ra grupos que são finitamente gerados. 
Proposição 2.4.1 Seja G um grupo e L C G um subgrupo normal nilpofnde 
Se S' C G é -um ,,~ubsemigrupo maúmal e 8 n L -::J L então [L. L] cC(5'). 
Df~monstração: Consideremos o ideal maximal S~ = S ~ H(S) de S e note-
mos que [/...,L] n S~ = 0. De fato, se isto não ocorrer então S n L -f- 0 e, como 
S n L f- L, a Proposição 2.3.4 garante que 8 n L é um subs.emigrnpo maximal 
de L e, é claro que o mesmo contém [L, L] n S'~. Pelo 'n;orPrna. 1.3.7 temos que 
[L L] C H(.S n L) C 5' n L. Vamos derivar urna contradição mostrando cor:n isto 
que J-l(5') = 0. Se!! E [f., L]ns·t então g~·l E [L. L]n(S~)- 1 c S'nLn(S~)- 1 c S'. 
Como s~ é ideal de ,é.,' então 1 = gg- 1 E Stl, donde S~ ~'::; 5' e portanto H(S) = 0, 
uma contrafiiçào j<Í que, sendo S' maximal, 1 E H(S). Agor,1, sendo L normal 
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em G o mesmo ocorre com [L, L] c daí, pela Proposição 1.3.2, [L, L] C S', ou seja 
[L L] cC(S'). o 
Corolário 2.4.2 Seja G u.rn grupo nilpotente finitamente gemdo e A C G u.rn 
subconJunto tal que intaJg(AJ n [G, GJ # 0. Então o subscmígn.tpo de G gerado 
por A é todo C. 
Demonstração: SejaS o subscmigrupo de G gerado por A. Como inta.lg(A) i- 0 
o mesmo acontece com intalg(S). Daí, pela Proposição 2.3.2, Sé um subserni-
grupo gerador de G. Dessa forma se S # C então, pela Proposiçã.o 2.1.1, podemos 
supor, sem perda de generalidade que 8 é maxjmal. Com esta consíderaçã.o, pela 
proposição acima, [C, GJ cC(S) e temos 
0 -F int•g(A) n [G, G] c intalg(S') n C(S) 
Tomemos ent.iio x E intalg(S)nC(S). Neste cctso x-1 E Se, como intalg(S), é 
ideal de 8 (conforme Proposição 2.3.3), então 1 = xx-1 E int.alg(S) e assírn, pela 
definição do interior algébrico, 5' = G, uma contradição. o 
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Capítulo 3 
Semigrupos • • maximais em 
subgrupos discretos de grupos 
de Lie nilpotentes 
Em todo este capítulo N denotará um grupo de Lie nilpotente conexo simples-
mente conf'XO e n denotará sua álgebra de Li e. Nes-te caso a aplicaçà.o cxponcnôal 
cxp : n --+ [V' é lWl difeomorfismo através do qual a estrutura de grupo em N 
é obtida de n via a multiplicação de Carnpbell-Hausdorff denotada por * cujos 
primeiros termos são dados em LL 
Aqui. vamos dasslficar todos os subsemigrupos maximais de subgrupos dis-
cretos de N em termos de seus subsemigrupos ll1<tximais de interior não vazio. 
Primeiramente ísto será feito para grupos abelianos, depois para os grupos que 
satisfazcrn n 2 = O e finalmente para o caso geral. O caso não simplf'sment.e conexo 
sed considerado no Capítulo 6 juntarnente com 1:1. mesrna questão em grupos de 
Lie solúveis. 
Se H é mn subgrupo discreto de N então H é um reticulado no fecho de 
Za.riski de H em .Tv' o qual, no caso, é o menor subgrupo conexo fechado de N 
contendo H. Corn isto não há perda de generalidade em se trahtdhar somente 
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em rcticulad.os de /V. É isto que faremos em todo o capítulo. 
3.1 Semigrupos discretos em grupos nilpotentes 
Conforme mencionamos na introdw:;ão existem pelo menos três maneiras diferen-
tes (equivalentes) de se definir subgrupos discretos em grupos topológicos. Isto 
sugere as seguintes três possibilidade para. sç definir um subsemigrupo discretoS 
de um grupo topológico G. 
a) S está contido em um subgrupo discreto de G 
b) Existe urna vizinhança U da jdt.~ntidade em G' tal que xy- 1 E U, com 
x 1 y E S implica x = y 
c) Sé discreto em G1 isto é, para cada x E 5' existe uma vizinhança Ux de x 
ern G tal que {!.T n S' = {;r}. 
É claro que <t):::? b):::} c) e também que c):::? b) se Sé grupo . .:.lo entanto, 
nem sempre c):::} b); de fato ternos: 
Exemplo 3.1.1 Seja G o grupo multiplicativo dos números reaís nao nulos r 
S C G o semigrupo dos números naturais posihuos. Se U é q-ualquer vizinhança 
de 1, pela dtnsidade dos mcionai.." nos nais, existem m, r& E S, tais que ';;'· E U 
,~cm gu( m = n. 
Para grupos nilpotentes temos. 
Proposição 3.1.2 Seja G um gt·upo nilpolcnle e S C G' mn subBcmigrupo. 
Então as condições a) e b) acima são equit'alerdes. 
Demonstração: Basta mostrar que b):::? a). Para isto utilizamos um resultado 
d(' Huppert (Proposi~·ão 1.5 de [14]) a qual afirma que um subsemigrupo em um 
grupo nilpotente é reversível. Isto siguifica que f = SS- 1 é um subgrupo e é 
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claro que o mesmo contém 8 já que se x E S então :c = x2 :r- 1 E SS·- 1 • Por 
outro lado r é discreto já que se u é uma vizinhança da identidade satisfazendo 
b) então [.' n r=@, o 
A Proposição acima. sugere a seguinte definição. 
Definição 3.1.3 Um subsemigr11po S de um grv.po topológíco nilpotente G é dis-
ereto se uma das condições equivalentes da proposição acima forem satisfeitas. 
3.2 O caso abeliano 
Vamos oH1ar aqui para subsernigrupos discretos em grupos de Lie abelianos 
conexos simplesmente conexos. Seja então g uma álgebra de Líc abe1iana1 f um 
subgrupo discreto de seu grupo adítivo e S C r um subsemigrupo. Vamos as-
sumir que r é uniforme, isto é, que g/f é compacto. Isto pode ser feito sem perda 
de generalidade pois, caso contrário, a análise poderia ser feita considerando um 
subespaço de g. Por uma caracterizaçã.o bem conhecida de subgrupos discretos 
em grupos abelianos (vej(l.., por exernplo, T~~orema 1, seção 4.1 em [LS]) podemos 
entã.o assumir que g = IRn e que f= 7l"". 
Para um suhconj<HÜO não vazio f! C IRn seja ~V(f1) o conjunto dos x em IR" 
para os quais existem X1; ."',.T, em De escal<Lres positivos a 1 , .•. ,a, tais que 
Os elementos de IRn que se expressam da forma a.cima são denominados de com-
binaçôes cônicas de f! e lV(D) é denominado de cone convo:o gerado por n. Se IR+ 
<knota o conjunto dos uúmeros reais não negativos é claro que W(fl) = lV(IR+n). 
Sendo fR+n conexo não é difícil provar (veja, por exemplo, $1-4 de [2]) que qual~ 
qner elemento de lV(fl) pode ser escrito como combinaçào cônica de n ou menos 
d{'mentos de fl . .Jnnt.ando isto com o fato óbvio que \V(fl) = IR" se, e somente 
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se n ni\o está. contido em nenhum semi~espaço de IR" temos o seguinte resultado. 
Proposição 3.2.1 Um subconj-unto !.1 C IR" não está contido em nenhum. semi-
espaço de IRn se, e somente se todo elemento de IRn se escreve como combinação 
cônica. de no rná.rimo n elementos linearmente independentes de fL D 
Na continuidade da seção generalizaremos para. IR" o fato já citado na. in-
trodução o qual afirma que um semigrupo discreto de IR, contendo elementos 
positivos e negat:ivosj é um grupo. Antes, porém, convém mencionar que os sub-
semigrupos rnaxim<Üs de interior nào vazio de IR" são os seus semi-espaços {Veja, 
por exemplo, Corolário V.5.24 em [3]). !VIanteremos a primeira. terminologia para 
manter coerência com os termos a serem usados nas próximas seções e capítulos 
onde consideraremos grupos não abelianos e, para estes, não há urna terminologia 
a.lteruati\·a. para seus semigrupos maximais. 
Proposição 3.2.2 Seja /'1/ mn grupo de Lie abeliano cone:w e 8Únplesrne-nte 
cone.ro. Se S C N é um subsenúgt·upo discreto o q-u.al rrào está contido em 
nenhum .5'Ubserm."!J1'!1.po de intrr·ior nâo va::io de N então S e urn gr·upo. 
Demonstração: Conforme comentários feitos podemos supor, sem perda de 
generalidade, que N = IR" e ss-t = 7L.". Para n = l o resultado é bem conhecido 
e foi demonstrado na introdução. Pant. o caso geral vamos primeiro considerar a 
seguinte afirmação 
(*) paralodo"E?l"·-{0}, ~+rnS#{O} 
onde fiJ +denota o conjunto dos inteiros positivos. T\ua sua demonstração tomemos 
x = (:t: 1 , ... , Xn) E ?L"- {0}. Pela Proposição 3.2.1 temos pela hipótese assumida 
qne !V(S) = IR" e que existem elementos lineanncnte independentes /)1 , .••• ,d,. em 
Se escatare:;; positívos a,., ... ,a,., com r :S n tais que x = a1(31 + · · · + ar!3T. 
Nesta igualdadC' os a;'s são na. verdade números r<tciona,is. Para ver isso tomemos 
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urn complemento de {,81_, ... , J,} a uma base {/3r, ... , ,B .. } de RP', sendo 3r+t, ... , 8, 
escolhidos em ?L"\ e observe que .rt :;:::: Ba onde B é a matriz cujas colunas 
são as coordenadas dos f]f's, :r 1 significa transposição e a = ( a1 , ... , anO, ... O)t. 
Sendo as entradas de B mírneros inteiros as de B-1 , bem como de a = B-1 x, 
são nÚmf'ros racionais. Portanto cxistt.>rn inteiros positivos p, d-1, ... , dr tais qne 
p:r = difJ1 + · · · + d,/3,, mostrando que px E S, como afirmado. Para concluir 
t.omemos .r E 8. Por(*), !ll+(-x)n S f- (O) e assim IRx n Sé um subsemigrupo 
discreto do grupo IRa: o qual não está contido em nenhum subsemlgnJpo próprio 
de interior nào vazio. Port.a.nto !R(-x) n Sé um grupo. Isto mostra. que -x E S 
c assim S é gntpo. o 
Observação: O exemplo abaixo mostra que este resultado pode não ocorrer para 
subsernigrupos que não são d-iscretos no sentido da Definição .3. 1.3. 
Exemplo 3.2.3 Seja 8 o s-u.bsemigrupo da reta real gundo por 1 e -J2, isto e. 
O cone com'f:W grra.do por 8 f toda a reta mas S nao é grupo. 
3.3 O caso N 2 = {O} 
Vamos a.gora considerar subsemigrupos discretos ern grupos de Lie nilpotentcs 
conexos simplesmente conexos N satisfazendo N 2 = O. Para isto identificamos 
/'v' com sua álgebra de Li e n munida da multiplícaçào de Cm11pb(·ll- Ilausdorff * 
que. uo caso, é dada exatamente por 
1 
I*}f=:r+y+i[x,y] 
:n 
Seja, S C N um subsemigrupo discreto e suponhamos que S não esteja contido 
em 1wnhum subsemigrupo de interior nào vazio. A intenção é mostrar que Sé um 
subgrupo. A estratégia para isto sent reduzir o problema ao subgrupo derivado 
N', o qual é isomorfo a (n',*), e ao grupo quociente N/N'. Sendo estes, grupos 
<tbdianos. vamos aplicar o resultado obtido na seçâ.o antf'rior aos subsemigrupos 
S(N' e S n N'. A dificuldade será mostrar que 8 n N' não está contido em 
nenhum serni~espaço. Para isto precisaremos da racionalidade de n no sentido da 
existência de uma base· satisfazendo as condições do Teorema 1.1.1. O primeiro 
rf'"sultado é para mostrar que S gera um reticula,do .. 
Proposição 3.3.1 Nas coudiçôes estabelecidas o snbgrupo de N gerado por S é 
um reticulado. 
Demonstração: Pela definição de subsemigrupo discreto o subgrupo f de N 
gerado por S é discreto. Para concluir que f é reticulado basta então mostrar 
que nào existe subgrupo conexo próprio H de N contendo r. Tomernos ur:n tal H 
e suponhamos, por absurdo, que H i- N. Neste caso existe um subgrupo normal 
conexo fechado [{ de .. ·V contendo H e de codimensão um em 1\f. Segundo a 
classificação de Lawson para os subsemigrupos maximais de interior não vazio de 
grupos de Lie nilpotentes (Teorema 1.4-.7), f{ é a fronteira de um subsemigrupo 
maximal de interior ruio vazio de JV. Então r e, conseqüentemente 8, estã.o con-
tidos em um subsemigrupo de interior não vazio de N, cont.raximnente à hipótese 
assumida. o 
Antes de prosseguir precisamos da seguinte definiçào técnica. 
Definição 3.3.2 Sr:fum, V um c;,paço vetorial, U C l' um subespaço e f.i uma 
base de \-'. Di::-se qut' U é mn subespaço racional cmn respfilo a basr p caso 
admita uma base cujos elnnento,5 tenham coordenadas racíonais c01n rclaçào a 
basr p-
Sendo o subgrupo r de N, gerado por 8, um reticulado podemos tomar uma 
base de Matsushima J.l de n adaptada a r' (Veja Teorema. 1. Ll e comentários 
subseqüentes). 
Mantendo uma tal base J.l fixa a demonstração do seguinte lema é imediata a 
partir do fato que os cochctes dos elementos de f.l geram a subalgebra derivada 
n'. 
Lema 3.3.3 A subalgebra n1 (: racional com relação a base fl. o 
Seja agora S = (IR+S) o subsemigrupo de l'{ gerado IR+S. Segundo a termi-
nologia adotada em [3] S é um semigrupo raio possuindo 5' como um conjunto 
de gcm.dores infinitesimais. Sendo S conexo por caminhos o mesmo ocorre com 
o subgrupo G(S) de N gerado por S. Dessa forma, por um teorema de Yamabe 
(veja Teorema V.Ll em [3]), G(.S) é um subgrupo a.nalítico de /V e daí, pela 
Proposiçã.o V.1..9, t.ambém de [3], a álgebra. de Lie associada a G(S) coincide com 
a subalgebra de n gerada por 5', isto é, com ((8)). Agora, conforme estamos 
supondo S gera um reticulado em N e, como um reticulado efl1 um grupo de Lie 
nilpoteutc nào está contido em nenhum subgrupo fechado conexo próprio, enUi.o 
((S)) oo:o n e, conseqüentemente. G(,5) =/V. Dessa forma, pelo teorema do inte-
rior denso para semigrupos raio, (Teorema V.1.16 de [3]) S tem interior não vazio 
o qual é denso em S. Corno também estamos supondo que S nâo está contido 
em nenhum semigrupo próprio de interior não vazio de N o mesmo acontece com 
Se assim, formalmente, obtemos o seguinte: 
Proposição 3.3.4 Com as hipóteses c notações aciJna S = N. Além disso, com 
a ide11lificaçâo de N com (n,*) tonos que 
S = {t 1J; 1 * · · · * ipxp: t; 2: O, x; E 8 e p arbitrário} 
Demonstração: A prmlelra afirrnaçào segue das considcraçócs acima. Quanto 
a segunda a mesma é irncdiata. o 
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Consideremos agora um funcional linear não nulo ..\ de n'. Desde que S c.:: n 
existem .r 1 , ... , :rp E 5' e reais positivos l 1 , .•• , t 11 tais que t 1x1 * · · · * tPxP E n' e 
.\(t 1x1 * · · · * tpxp) >O. Afirmarnos que nesta inequação é possível escolher o t;'s 
corno sendo racionais. De fato: usando a fórmula de CampbelJ.·Hausdorff é fácil 
aplica.r uma indução pa.ra obter explicitamente que 
tjXj * ... * ipXp = L t;Xi + ~ ~ t;I.J[:t;, XJ]. 
I •<J 
Desde que [x;, .r1 ] E n', vemos a partir da fórmula acima que t 1.r 1 * · · · * ipxp E 
n' se, e somente se L; fíXi E n' que por sua vez é equivalente a L:; ti1x; E n' para 
todo tE !R ou ainda a tt1x 1 * · · · * t'tpxp E n' para todo tE IR. Seja agora 1f a 
projeção canônica de de nem n/n' e tomemos X 1 , X2 , ···,X k em n de forma que 
{11(X1 ), 11(X:!),· · ·,11(Xk)} seja uma base de Ma.tsushima de n/n' adaptada ao 
reticulado 1f( r) de n/n'. Como os .T; 's estão em 5' c r nâo é difícel de ver que 
suas coordenadas nesta base sã.o números racionais. Suponhamos então que 
,, 
Ti(_:r,-1 = Lapr(XJ), com flji E Q, 
i=l 
Com isto temos que t 1 x1 *· · · *tPxp E n', se e some11te se O = Ti( i 1x 1 *· .. *' PxP) = 
L:f"" 1 t,;r(x;) ::.co L:7=t t,(Lf=1 t;a.i,-};r(X;) oque ocorre se, e somente se 2::::;', 1 i;aj1 
O para 1 :S l S k. Dessa forma l 1 :r: 1 * · · * ipxp E n' -{-.;:;::::} t = (t 1 , ... ,tp) E 
flker(À.i1), onde cada Àj1 é um funcional linear de !R:P obtido canonicamente via. 
produto escalar com os elementos a;1 = (a; 1 , ••• ,aJIP), 1 S j ~ k, os quais possuem 
coordenadas racionais. Portanto 
(3,1) 
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é um sube-spaço vetorial de !RP o qual possui uma base com coordena.da.s racionais. 
Pela continuida.de do produto de Campbell-Hausdorff podemos então, conforme 
o a.finnado, escolher racionais positivos t 1 •... , tP tais que ,\(t 1x 1 * · · · * ipxp) >O, 
demonstrando &'>sim o seguinte lema. 
Lema 3.3.5 Seja S um sub$crrúgrupo discrdo de N o qual nào está contido em. 
nenh-um subscmigrupo de interior não vazio. Se ..\ : n' ---+ IR é um funcíonal 
linear não nulo então existem :r1 , ... , :rp E S c racionais posdívos t1, ... , tP taís que 
o 
Podemos melhorar o Lema mostrando que os coeficientes t 1 , · · ·tr podem ser 
tomados como sendo inteiros. Para isto consideremos o produto 
onde t E !R. sendo os t;'s e .cci's como no Lema. Conforme já mostramos este é 
um elemento de n'. Aplicando À a çsta igualdade obtemos que P(t) = ..\((it1 :1:J) * 
, · · * (U,J·p)) é urn polinômjo quadrático cujo coeficiente li der é 
a(x, r)~ .\(L t,t,[x,, Xj]) 
i<; 
onde .r= (xh··-,x,) e r= (t 1 , .... tp). Se a(:.r.r) =O então P(t) é linear ('JTl t. 
Neste ca~o, tomando um ioteiro positivo f tal qtH; U, E r..! para 1 ::; i ::; p, então 
(tt 1xd*·"'*(ttpxp) E Se P(t) = t..\(t 1x1 *···*tp:tp) >O. ou seja,.\ assume valores 
positivos em Sn n'. Se a(x,r) >O, P(t) >O para. qualquer t suficientemente 
grande e isto também possibilita a conclusão acirna. Fínalrnente. se a(:r,T) <O, 
t.ornnmos o produto em ordem reversa pa-ra obter 
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Note que o produto acim<~ é- também um elemento de n'. Aplicando,\ a. esta 
ignaldade obtemos un1 polinômio quadrático em t com coeficiente líder a(X, T) > 
O, sendo I= (.rp, .... xi) e T = (tp 1 ... ,tt). Em qua1quer caso>.. assume valores 
positivos em S'n n'. Desde que>.. foi tomado de forma arbitrária temos a partir 
da Proposição 1.2.2 o seguinte re::mltado. 
Lema 3.3.6 Stjlt S um subsemigrupo discreto de N o qual não está contido em 
nenhu.m. subsemigrupo de interior não vazio. Então S n N' é um grupo. D 
Com rela.ção ao quociçnte S(V', temos 
Lema 3.3. 7 :V as condições do Lema acima S/ N' é um grupo. 
Demonstração: Seja f o reticulado de N gerado por 5'. Pelo Teorema 1.1.2 
I'j:V' é um reticulado do grupo de Lie N/N' o qual é abeliano, conexo e sim .. 
plesmente conexo. Seja 1r : N -+ N (N' o homomorfismo canônico e V um sub-
semigrupo de intE~rior nã.o vazio de N/N'. Então 1r-1 (V) é um subsemigrupo de 
intE'rior não vazio de :V e, como S não está, contido em 7f- 1(V) o mesmo acontece 
corn Sji'>i' em JV(X' . Desde que\/ foi tomado de forma arbitrá.ría, a Proposi;;,:ão 
3.2.:~ se aplica e obtemos que S/N' é um grupo. o 
Finalmente temos o seguinte Lema, o qual ocorre em geraL 
Lema 3.3.8 Seja L um grupo, S C L wm subscrnigrupo e H C L um subgrupo 
normal. Se S n H e S/ H são grupos então S é gn1po. 
Demonstração: Seja :r E 8. Desde que 5'/ J-1 é grupo, existe h E H tal que 
.r- 1h E S. Portanto h = :r(.r-· 1h) E S n H e daí h- 1 E S, mostrando que 
_, ( -'1)1-' E c X :::::: .r l, 1 a. o 
Juntando estes três Lemas obtemos o rcsllltado desejado para grupos satisfa-
zendü N 2 = { 1}. 
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Proposição 3.3.9 Seja N nm grnpo de Lie conexo simplesmente conexo salis-
fa::rndo .\'2 = { 1}. Se S C N é um subsnni,qntpo o qual não está contido em 
nrnhum sub.w:migrupo de intrrior não vazio então S é um s~1bgrupo. o 
Retornemos agora ao Lema 3.3.6 e observemos que em sua demonstração o 
fato de S' ser discreto aparece somente em dois pontos. A saber; no final do 
argumento para garantir que S n :V' é um grupo e em :3.1 para garantir que 
l/é urn subespaço racionaL A abstração deste fato sugere a proposição abaixo 
a quaL resguardando seu próprio interesse, também contribuirá na obtenção de 
resultados mais gerais que os obtidos acima. 
Proposição 3.3.10 Seja l'l ~ ( 11 1 *) um grupo de Lie conexo simple:c,nnente 
cone:w satisfazendo n 2 = {O} e S C N um subsemigrupo o qual não esf.á contido 
em nenhum subsemigr·upo de inte·ríor não va:::io. Suponha, além disso, que S/N 1 
rl racional no sentido que está contido em urn snbespar;o vetorial racional gerado 
por uma base de n/n1 • Então S n n' não está contido em nenhum semi~ espaço 
de n 1 • 
Der.nonstração: A demonstração é a. mesma. do L(~ma. 3.3.6. a menos da questão 
da racionalidade do subespaço 
qlle aparece em 3.1. Entretanto isto segue de uma maneira mais geral. De fat.o: 
seja rr : n --1 n/n1 o homomorf1smo canônico. Então 
1t(i1x1 * · · · * t,xp) = rr(Lt;x; + Lt;t1[x1·,xJ) = Ltirr(x;) 
i<i 
e t1:r1 * · · · * lpxp E n' sej e somcntC' se L;t,1í(-Xi) =O. Daí V é ra.cion<1.l pms 
rr(.r 1 ) .... , 1r(.rp) possuem coordenadas racionais com relação a alguma base de 
n/n1 • O resto da demonstra.çào é exat<1mente a mesma. Note que nada foi dito 
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com respeito a S n n 1 ser grupo. o 
3.4 O caso geral 
Vamos agora aplicar indução para provar um resultado sir:níla.r a Proposiçã.o :3.3.9 
em grupos de Lie nilpotentes conexos simplesmente conexos em gcra1. Exata· 
mente vamos provar o seguinte. 
Teorema 3.4.1 Seja N um grupo de Lie nilpolente conexo simplesmente conc.ro 
e S C N urn subsernigrupo discreto não contido em nenhum subsenúgrupo de 
inl-en'or não vazz"o. Então S é um reticulado. 
Demonstração: Sej<L f o reticulado de N gerado por S. O que desejamos é 
mostrar que S = r. Para isto denotemos os termos da série central descendente 
de N por Nk e seja lo inteiro positivo tal que N 1 -I- {1} e J'v" 1+1 = {1}. Vamos 
usar indução em l. Para l = O o resultado é a Proposição 3.2.2 e para l = 1 é a 
Proposição .3.3.9. Portanto vamo~ assumir que l _;::- 2. 
Suponha que o resultado ocorra para grupos H satisfazendo 11 1 = {1}. Então 
ele é verdade para o grupo NjN1• Conforme o Teorema 1.1.2 f/N1 é um reti-
culado. Por outro lado, se 1r é o homomorfismo canônico de Nem NjN1 e /)' 
é um subsemigrupo próprio de interior não \'azio de NjN1 contendo SjN1 então 
r.- 1(5'') é um subsemigrupo próprio de interior não vazio contendo S'. Assim a 
hipótese de indução se aplica e obtemos que ,S'jN1 = f/N1. Para concluir que 5' 
é grupo ba.~ta então provar que s n .tv'1 é grupo. 
Usando o fato que f/N1 é reticulado, obtemos que (f/N1) n (NJN 1) 1- 1 = 
(J'jN 1) n (N1- 1 jN1) é um reticulado de N 1- 1 jN1• Portanto, (S n N 1- 1)jN1 é um 
reticulado. 
Por sJmplicidade de nota.çã.o identifiquemos N com sua álgebra de Lie n. 
Ob:=;ervc que n 1- 1 é a.beliana pois [n/.-l, n 1- 1] C n 21 - 1 e 2l -- ] "2: l + l já que 
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est.arnos assumindo l ~ 2. 
Agora, tomemos x E S com x '%. n 1- 1 e consideremos a álgebra de Lie 
onde hx é o subespaço de n 1 dado por hx = ad(x)n1- 1 • O cochete em hx é abeliano 
nos dois últimos termos e a ação de x é dada por ad(x). Claramente, h;= {O} e 
sua álgebra derivada é h~ = hx. Também, h.10 é isomorfa a (IRx E9 n1- 1 )/c onde c 
é qualquer subespaço de n 1 complementando hx. Desde que Sjn1 e (S n n1- 1 )/n1 
sào reticulados temos que (S n (IR:r ED n1- 1 ))/c nào está contido em semi-espaço 
contendo hx e dai, pelo Teorema. 1.4.7, não está contido em nenhum subsemigrupo 
de interior não vazio de (IRx E9 n1- 1 )/c. Também, S n (IR.x ED n 1- 1)/c é discreto 
modulo a álgebra derivada de hx que é hx. Podemos então aplicar a Proposição 
:L3.10 afim de obter que (S n (IR:r EH n 1- 1 )/c) n hx não está contido em nenhum 
semi-espaço de b_.,. Desde que c foi um subespaço arbitrário complementando hx, 
temos que qualquer semi-espaço contendo S n n 1 necessariamente contém bx em 
sua fronteira. 
Agora, escolhemos x a partir do seguinte Lema .. 
Lema: O subconjunto 
u{ad(x)n'-l: X E S} 
gera n 1• 
De fato: n 1 = [n, n 1- 1 ] é gerada por [.r1 , n 1- 1 ], ••• , [xs, n 1- 1] onde {x 1 , ... , :r 8} é 
qualquer subconjunto cuja projeçâ.o em n/n1- 1 gera n/n1- 1 . Desde que Sjn1 é 
um reticulado podemos escolher x· 11 ... ,X 5 ern S. 
Este Lema e o arg-umento a.cima. mostra que S n n 1 não est.ét contido em nen-
hum semi-espaço c é port<wto urn grupo, mostrando o Teorema .. o 
:J9 
A demonstraçào do Teorema :3.4.1 envolveu fortemente a multiplicaç,ão de 
Campbell-Hausdorif, usada na demonstração da Proposição :L1.91 e o passo de 
indução que aplicamos acima .. Como aplicaçào dos resultados obtidos no Capítulo 
1 apresentaremos a seguir uma demonstração alternativa a este Teorema. 
Manteremos fixas todas as notações e hipóteses, lsto é, N é um grupo de Lie 
nilpotcnte conexo simplesmente conexo e S é um subsemigrupo discreto de N 
não contido em subsmnigrupos próprios com pontos interiores. Também, con~ 
forme já mencionamos, nestas condições, o subgrupo de N gerado por S, o qual 
denotaremos por r é um reticulado. Consideraremos também a projeção conônica 
r.:,!\/--+ Nf[N, N] 
O resultado inicial que necess-itamos é o seguinte. 
Lema 3.4.2 [f,f] é de índice finito em r n [N,N]. 
Demonstração: Como conseqüência do Teorema 1. L2 temos que [f, f] e f n 
[N, /V] são reticulados em [N, JV]. Agora, temos a fibtação conônica 
[N,N]/[f, f]~ [N,N]/f n [N, NJ 
dada pelo fn.to de [r, r] c r n [N, N]. Esta fibração é um recobrimento e a fibra 
é isomorfa a f n [iV, N]/[f, f]. Como [N,JV]/[f, r] é compacto temos um reco" 
brimento fmito mostrando que [f, r] é de índice finito em r- n [N, N], como o 
afirmado. O 
Com isto podemos dar uma demonstração alternativa ao Teorema 3.4 ... 1 corno 
segue. 
Demonstração: Pelo Teorema 1.1.2 r.(f) é um reticulado no grupo a.bcliaJlO 
conexo simple.smente wnexo N/[JV, JV]. Além do mais r.(S) nào está contido em 
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subsemigrupo próprio de interior não vazio de N /[N, N] , ca$0 contrário o mesmo 
ocorreria com Sem N. Com isto a Proposlçào 3.2.2 garante que iT(S) é um grupo 
e a, demonstração se concluirá se mostrarmos que S n [N, NJ é um grupo. 
Pelo Teorema 1.1.3, r é um grupo finitamente gerado e, sendo 8 um sub-
semigrupo gerador, pela Proposição 2 .. 3..3, inta1g(S) é um ideal não vazio de S. 
Tomemos x E intalg(S). Como 1r(S) é um grupo existe y E S tal que xy E [N, N] 
e port;mto "'Y E inta.lg(S)n[N, N], mostrando ql!e S' = iutalg(S)n[N, N] é um 
subsemigrupo nã.o vazio de f n [N, N]. Queremos mostrar que S = f. Pela 
Proposição 2.4.2 isto será conseguido se mostrarmos que intalg(S)n[f, f] /:. 0 e 
portanto basta mostrar que S'' n [f, r] I 0. Sendo [r, f] um subgrupo normal de 
[N,NJ n r, em vista do lema acima, [N,N] n I'/[f,f} é um grupo finito. Con-
seqüentemente, se O é o homomorfismo canônico de [N, N]nf em [N, N]nf'j[f, f] 
então O(S') é um grupo e ísto mostra que S' n [r, r] f. 0, concluindo a demon-
stração. [] 
Como um complemento a esta demonstração mencionamos que em geral [f, I'] 
pode estar contido contido em I'n[.N) lv']. Isto é o que mostra o seguinte exemplo. 
Exemplo 3.4.3 Seja /V" o g1·upo de Heisemberg das matrizes triangulares .<.nJ,pe-
riorcs 3 x 3 poss-uindo elementos 1 na diagonal principal. De maneira alternaüva 
N pode ser vi3to como !R 3 m·unido do produto 
( )( ' ' ') ( ' ' ' ') x,y,z x,y 1 z = x+x,y+y,z+z +;ry. 
r= {(2n,2m,p): n,m,p são ·inteiros} 
/ wn rfltculado f podemos facilmr nte N.'Tijimr q·ur qualqua comutador de t:loncn-
tos de f é da forma (0,0,2p) para algum inteiro p. Por out-ro lado r n [/V, N] = 
{ {O, O, p) : p é in I firo} c [f, r] está propriarnentc contido em [ /1./. Nj n r. 
O Teorema ].4.1 pode ser reenuncia.do a partir da seguinte forma conveniente. 
Corolário 3.4.4 Com as hipóteses e notações acima, S' é um grupo se, e so-
mente se S'j[N, N] é um grupo. 
Demonstração: Se 8 é grupo claramente Sj[N, iV] também o é. Reciproca-
mente, se Sj[J'l, N] é grupo então a demonstração acima mostra que intalg(S) 
intercepta o subgrupo derivado [r, r] e portanto s =r é um grupo. o 
O que garante a equivalôncia. entre os enunciados do Teorema 3.4.1 e o corolário 
acima é o Teorema 1.4..7 juntamente com a caracteriza.ção de sernia.lgcbras semi-
espaços em álgebras de Lie nilpotentes, dada no Corolário L4-.6. 
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Capítulo 4 
Cones invariantes 
Com o propósito de fixar notações e terminologias a serem usadas tomemos um 
grupo de Lie G com álgebra de Lie g e aplicação exponencial exp : g .........,. G. Para 
cada g E G o automorfismo interno ! 8 : G-+ G' definido por h --.-.-.t ghg- 1 , indu;, 
um a-utomorfismo Ad(g): g ~ g tal que o seguinte diagrama comuta: 
g Ad(g) g 
jexp 
I 
jexp 
G-
-· 
G 
Então exp(Ad(g)(X)) = gexp(X)g- 1 • Também relembremos a propriedade 
básica que se ad(X): g ~ g é definida por Y-----+ [X, Y] então 
Ad(exp(X)) = e"d(X)(= 1 + ad(X) + ~(ad(X)) 2 + · · ·). 
Daí segue que o subgrupo gerado pela imagem de um ideal é normal e que uma 
subalgebra de g é inYc:u:iante sob todos Ad(g) se, e sornente se é urn ideal. 
Tendo por base a relação histórica entre grupos e á]gçbras de Lie, em vários 
contextos, há. uma tentativa ern se associar a subsemigrupos de grupos de Lie 
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objetos na álgE'bra que permitam a partir de propriedades algébricas conclusões 
sobre sua estrutura. O mais notável e conhecido objeto associado a urn subsemi-
grupo fechado 8 C G com pontos ínteriores é o cone de Lie 
L(S) = {x E g :exp(tx) E S para todo t 2 O} 
já mencíonado no Capítulo iniciaL 
Com o propósito de dassifka-r subsemigrupos maximais de interior não vazio 
em grupos de Lie Lawson. em [7], considerou um tal subsemigrupo Af um ideal 
abeliano I de g e introduziu o conjunto 
W ={X E I: exp(X) EM} ( 4.1) 
mostramlo que o mesmo é wne gerador em I, isto é, Tt'- W = I e também que 
é invariante pela ação adjunta de G e em J, isto é, ed(X)W C W \IX E g 
A invaria.nç~t de Hl tem um papel fundamental na classificação dada por Law-
son a. subsemlgrupos maximais com interior em grupos de Lie solúveis. Isto se 
deve essencialmente ao seguinte fato; caso W seja. próprio ele está contido em um 
semi-espaço de 1 limitado por um ideal de g. 
Neste capítulo vamos considerar G como sendo um grupo de Lie solúvel conexo 
simplesmente conexo. O radical nilpotente de g será denotado por n e o subgrupo 
conexo fechado de G associado a n será denotado por N. Os resultados do 
capítulo serão obtidos com a suposição que n é abeliano. Posteriormente veremos 
que esta suposiç,:iio nào interfere no caso geral. 
Dentro do programa deste trabalho que é a classificação de subsemigrupos 
maxm1a1s em reticulados de G, vamos introduzir na primeira seção um cone 
associado a um subsemigrnpo de um suhgrupo finitamente gerado de G (como os 
retirulados). No caso de subsemigrupos de interior não vazio o cone introduzido 
por Lrwson sernpre é invariante pela. a.ção adj1.1nta de C. No nosso caso, em 
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geraL isto nem sempre ocorrerá e portanto teremos dificuldades adicionais. Na 
verdade obteremos um cone invariante pela ação adjunta do reticulado e um dos 
problema" sná obter condiçôes para que o mesmo também seja inv<triante pela 
ação de todo o grupo. A condição que estabeleceremos fará referência aos pesos 
da. representação adjunta de G' em n. 
4.1 Cones associado a semigrupos 
Consideremos um ideal abeliano a da álgebra de Lie g que contém a álgebra 
derivada g 1 e seja A o subgrupo conexo de G cuja álgebra de Lie é a. Para um 
subsernlgrupo S do grupo de Lie G definimos 
1V =fecho{ :r E a: exp(tx) E S para algum t >O} ( 4.2) 
onde o fecho é referente a topologia euclideana de g. Com relação a VV o primeiro 
resultado que tE"mos é o seguinte 
Proposição 4.1.1 Suponha qnc r c C seja um snbgrupo finitamente gerado e 
que r n A não esteja contido em subgrupo conexo próprio de A. Se S c .r f 
um. subsemigrupo gerador tal que S/A é um grupo então VV {11m. cone fechado c 
gerador em a. 
Dernonstração: Pa.ra. ;r, .r' E {1/ existem seqüências Xn, x:l em a e t,1 , Bn en1 ~+ 
tais que exp(.rn) e exp(x') estão em Se tnXn (resp. s,.:r~) converge para x (resp. 
') s l i p p d - . . . :r . ~ upon wmos que •n = _.!!. e que s,. = ....n. on e p,., q," u", u,. sao mte1ros post-
~ Un · 
l.ivos. Como Sé semigrupo e a é ideal abeliano temos que exp( UnPn:l"n +qnYnx:J E 
SE" u.,p,.xn + qnvn:r·;. E a. Dessa forma -·-1-(u,,p,x,. + qnvnx:) = t,x, + Sr.X1 E lV 
' !JnUn •c n 
para todo n e, sendo IV fechado, temos que x + :r 1 E W. Isto mostra que 
H/+ H/ c ~V. Como, evidentemente) IR+~v c lV segue que ~r é um coue 
fechado. Para verificar que Ftl é gerador observernos inicialnwnte que Sé tran~ 
süivo em f/f' nA. De fato: se denotarmos as classes de equivalência módulo 
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A dos elementos a E G por o e denotarmos o elernento neutro de G/A por 
r basta mostrar que para. ü E r existe a E s tal que a.T = o, ou Seja, 
n·o:- 1 E f nA Sendo 5' gerador em reG/A abeliano, já que g' C a, temos 
que rjA ~ (8/A)(S/At' ~ (SS- 1 )/A. Tomemos então x,y E Se coloquemos 
o= ry- 1• Como S/A f: grupo existem::: e uJ em S tais que x:::, y-1w- 1 E A. Daí. 
.-:rzy-lw-1 E r nA e portanto T = 7rzy 1w 1 = a:z.w-1. Agora, existe u E 5' 
tal que -:::u E A. c portanto u-1 = Z. Dessa, forma a= W1t E Se T = oa-1 • Isto 
mostra que ai= a e a transitividade segue-se. Pela Proposição 2.1.3 temos então 
que S nA é gerador em A n f. Daí e da hipótese sobre r nA concluímos que W 
não está contido em nenhum subespaço próprio de a mostrando que é gerador .. 
o 
A demonstração de que o cone lV, citado em 4.1, é invaria.nte pela açao 
a.djunta do grupo exige fortemente a existência de pontos interiores no semigrupo. 
Com relação a.o cone introduzido em ..t.2, quando Sé subsemigrupo de urn grupo 
fiuit.amente gerado, ainda temos certa invariança, a qual é obtida via o c.onceito 
de interior algébrico. Porém, a inexistência de pontos interiores resultará num 
resultado mais fraco. Precisamente, temos. 
Teorema 4.1.2 Seja f c G wn subgrupo finitamente gerado e S c f um sub-
semigrupo gerador tal que S/A seja urn grupo. Então liV é invariante pela ação 
adjunta de r em a. 
Demonstração: Como S 6 gerador inta.lg(S} e intalgs(S) sã.o ideais nã.o vazios 
de S' e t.an:'Jbém intncept.am A nã.() trivialrnente já que S'/ A é grupo. Também Hl 
é gcra.do por iuta.lg(S)nA. De fa.!.o 1 se x, y E a são tais que exp(x) E intalg(S') 
e exp(y) E S entào exp(x + ny) E intalg(S') paTa todo inteiro positivo c o r<l.io 
definido por x + ny se aproxima do raio definido por y quando n ---+ oo. 
Portanto, par<l mostrar a invariatH;a. de H' é suficiente mostrar que Ad(g )r E 
VV para todo g E f e apenas para .:r tal que exp(:r) E inta.lg(S)n.A. Sendo assim, 
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tomemos x, y E a tais que exp(x) E intalg(S)nA e h= exp(y) E intalgs(S)nA. 
D('sde que a é abeliano exp( -:r )S gera r segue que exp( ~y) exp( n0 :r) pertence a 8 
para algum inteiro n0 . Daí, sendo S semigrupo, efetuando o produto exp( -y) exp(n0 .r) exp( k.r} 
obt.e.mos que exp( -y+(no+k)x) E S para todo inteiro positivo k. Portanto existe 
.::n E lV com exp(zn) E S ta.l que 
nx = y + Zn 
para. todo n 2: n 0 . Sendo h um elemento de inialgs(S) existe um sistema de 
geradores simétrico U de r tal que Uh C S. Para g EU, temos 
exp(Ad(g)(nx) + y) gexp(nx)g- 1h 
gexp(y + Zn)g- 1h 
ghexp(zn)g- 1h 
E (Uh)S(Uh) 
c s . 
Portanto Ad(g)(nx) + y E ~V para. inteíros n sufic:ient<~mente grandes. Corno 
~V é cone fecha.do. multiplicando este último termo por ~ e fazendo n ---t oo 
obtemos que o raio definido por Ad(g )x está contido em W e isto mostra. que 
A.d(g )x E H/ para. todo g E U. Desde que U é gerador em f' segue que n.r é 
r~invariantr:. conforrne o afirmado. o 
Nos dois resultados acima não usamos o fato de G ser solúvel nem de r ser 
reticulado. Quando isto acontece temos a seguinte versào, a qual Aerá utilizada 
futuranwnte. 
Corolário 4.1.3 Seja r um reticulado de G t· 8 c r um s·ubscmígrupo nao 
contido on ncnhwn subser11Ígrupo próprio df interior não vazio de G. Entiio 
[f·'"' {J' E n: exp(t:r) E S para algum t >O} (um cone gcmdor· em n inoaTiantc 
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pda ação adjunta dr r rm n. 
Dernonstração: Sendo G um grupo de Lie solúvel r é finitamente gerado. Além 
do mais, conforme veremos no Corolário 6.2.2, srv é grupo. Por outro lado o 
Teorema 1.1.2 garante que f n N é um reticulado de N e asslm não está contido 
em nenhum. subgrupo conexo próprio de N. o 
4.2 Cones invariantes 
Continuando com as uota.çôes e hipóteses da seção anterior a primeira observação 
que fazemos é que G age em a como grupo abeliano. De fato; denote por ô a ação 
adjunta de G ern a, ist.o é, se g E G então ô(g) é o automorfismo de a obtido 
por diferenciaçào do automorfismo interno h --+ ghg- 1 de A. Como estamos 
supondo a abeliano então A está eont.ido no núcleo de .6. e assim a representação 
se fa-tora aüavés do quociente G/A definindo uma representação de GfA em a a 
qual também denotaremos por .6.. 
G 6 -------- gl(a) 
G/4 
CL-uanwnte .:j_(G) = 0-{G/A) e estes sào grupos abelianos já que estornos 
supondo g 1 C a. Em particular .6.(I') é um subgrupo abeliano do grupo das 
transformações lineares de a em a. Agora, é um resultado clássico( veja, pm 
exemplo Teorema 111.3.1 em [3]) que qualquer grupo abeliano de transfomHçàes 
I. ' d f' b . P I . ·r' · '" I HH'ilTE'S e um gr·upo t •ro rnzus- crron. sto s1gm '!ca o segumtc: se D e qua quer 
su bsemigrupo abeliano do grupo dos E'ndomorfismos de urn espaço vetorial V de 
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dimensão finita e se H/ é um cone em V invaria,nte por S com lo/ f H{1V) (isto 
e. ~l/ nào é espaço ve-torial), então existe w E W, não nulo, tal que Sw C !R+w. 
Na situação con.<>iderada isto significa o seguinte: se W C a é um cone gerador 
invariante por ~(f) e TV f J-I(W) então existe w E tV não nulo tal que 6.(g)w E 
IR+w para. todo g E f. 
Considere agora a representaçã-o dual D..* de Gema*, dada por, L~*(g)(.\) = 
/\ o 2..(g·-l) sendo g E G e À E a'". Fazendo uma análise para 6.. * similar a 
feita para .::J. obtemos que D.. ~(I') é também um grupo abeliano e, como estamos 
considerando lV invariante por .0-(f), o cone dual W* de YV dado por 
w· ={À E a·: A( X) :>O para todo X E W) 
é invariante por D.*(f). Também, o fato de W ser gerador em a implica que W"' 
é um cone pontual, implicando H(VV*) #- W"'. Portanto, existe em H/'" um raio 
qne é invariante por D."lg) para todo g E r. Isto significa que existe À E a" que 
é urn autovetor comum para todos ~"'(g),g E L Com isto podemos ver que o 
semi-espaço {x E a: À( .r) ;c O} de a definido por,\ é invariante por ~(r). De 
fato: se g E!' entãn .é'.'(g)(,\) = k0 À para algum ko :;>O e dai L\.'(g)(J.)(x) :> 0 
Sl''mpre que >.(.r) 2: O. Agora1 é claro que H/ está contido em um dos semi-espa.ços 
de a def-inido por À já que À E n,r·. Portanto mostramos o seguinte resultado. 
Proposição 4.2.1 Com as notações f hipóteMs acíma suponha q11c ~F é um cone 
próvrio f gerado-r em a o qual é invariante pela açào adjunta de um subgrupo 
[ C C. Entii.'o lV udá contido em um semi-espaço de a Ín<)(lriante ptla açao 
adjunta de r em a. ll 
::'vksmo que r st::ja um reticulado de G um semi-espaço de a invariante por r 
pod(' nào ser invariante por todo G. Isto é o que mostra o exemplo que daremos 
crn 6.2.6. A próxima Sf.:'ção será dedicada à. esta. questão. 
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4.3 Posição geral 
Seja G urn grupo de Lie conexo, simplesmente conexo com álgebra de Líe g e a 
um ideal abeliano de g contendo a. álgebra derivada g'. Seja A o subgrupo conexo 
de G associado a a e consideremos, como na seção anterior, a representação ,6, de 
G/ 1'1 em a obtida pela fatoração da representação adjunta de G em a através de 
A. Denominaremos 6. simplesmente de representação adjunta de Gema. Nesta 
situa(;ão temos a seguinte definiçào. 
Definição 4.3.1 Um snbgntpo f C G está na posiçã-o geral com relação a a caso 
todo semi-espaço dP a, invm·iantc pela ação adfunta de r, seja inuarúade pda 
açâo adjunta de todo G. 
Note que, se r C G está na posição geral, então o bordo de todo semi-espaço 
de a invariante sob r é um ideal de g. 
No que segue varnos caracterizar a posição geral de reticulados em grupos de 
Lie solúveis em termos dos pesos da representaçãD adjunta de g em a. Antes 
dt~sta discussão precisamos do seguinte lema de álgebra linear. 
Lerna 4.3.2 Seja /1. urn operador linear de um espaço vetorial real de dimensâ.o 
finita li e denote por )q, ... , Às seus autovalores reais e por a 1 ± ib1 , .•• , ak ± ibk 
seu~~ auJona1ores complexos. Seja também t um número real com t f -~ para 
' 
qvn!quer inteiro l e j = 1 ..... l..·. Então 11 EU é u·m a1J.lo vetor para exp(tA) se. 
e .somente se é um auto vftor de A e porta-nto de exp(sA) para lodos E IR. Se 
u E U é u.m~ auto ·pcfor de cxp A associado a um auto valor l'tal então ( também 
-um auto Detor de E'xp(sA) para todo B E IR. 
Demonstração: Para t E IR fixo, considere a forma canônica de Jordan real 
do operador A e também de exp(t .. A.). Se A,\, é um bloco e!enwntar de Jordan 
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a::;~ociado cw a-utovalor real Ài, isto é. se 
À; o 
A;.= 
' I 
À; 
então. \·ia exponenciaçã-o obtemos que 
eL\ * 
onde todas as entradas de * sao nao nulas, possui diagonal coincidindo com a 
diagonal de um bloco elementar de Jordan de exp(tA), e vice-versa. Daí se vê que 
os autm:etores de exp(iA) associados a autovalores reais são também autovetores 
de i-1. Considere agora um elemento da diagonal principal de um bloco dementar 
de Jordan de A associado a um autovalor complexo a,+ b,. Um tal elemento f. 
dado por 
e cxponenciando obtemos que 
c.os(tb;) 
-sen(tb;) 
:: ) 
sen(tbi) ) 
cos(tb;) 
é um elemento na diagonal principal de um bloco elementar de Jordan de exp(tA). 
Assim._ se 11 EU É' um autovetor de exp(tA) para. qualquer t-/:- ;~,sendo l inteiro 
c 1 :::; i S k. então 11 é assocíado a autovalor real c, conseqüentemente, é autovc-
tor de il é daí de exp(<sA) para todo s E IR. Pelos argumentos aK:ima e o fato 
elementar que um autovetor de A é autovetor de exp(tA) para todo tE IR segue 
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a 1ílt.ima afirmação do enunciado. o 
Consideremos agora a representação adjunta de g em a a qual denotaremos 
por p. Como estamos supondo a abeliano temos que p induz uma representação de 
g/a em a a qual também denotaremos por p. A relaç.ão entre p e a representação 
adjunta L\ de Gema fatorada atravês do grupo abeliano G'/ A é dada a,través do 
seguínte diagrama comutativo. 
gja p gl(a) 
jexp jexp 
G/A- GL(a) 
DaL é claro que ~(exp(X)) ::::: eP(X) para){ E gja. 
A complexificação de p se decompõe em subespaços pesos complexos que 
real i ficados fornecem uma decomposição de a em subespaços pesos. Sejam 
os pesos da complexificaçào de p. Aqui À1 , j = L ... , s denotam os pesos reais e 
a1 + ibj os pesos complexos sendo os a1 e os bj funcionaís lineares reais de g/a. 
Como g/a é abeliano o Teorema de Engel esla.helece o seguinte: dentro de um 
espaço peso associado a um peso real p se escreve como matrizes triangulares 
superiorçs enquanto em um espaço peso associado a. um peso complexo aJ + ibJ 
conto 
p(X) = 
aJ(X) bJ(X) 
-bJ(X) aj(X) 
ô2 
ai( X) 
-b;(X) 
* 
b;(X) 
a,(.X) 
(LJ) 
Tomemos a,gora a represPntação dual p"' de g/a em a* bem como a representação 
dual~~ de G/ A em a"'. Por um método similar ao que estamos utilizando obtemos 
que os pesos das representações p e p" coincidem e temos para X E g/a e 11 E a"' 
que L:."(exp(X))(p) ~ p o ,~p{XI 
Definimos a partir das partes irnétginárias dos pesos os seguintes subgrupos 
fechados. 
L,~ {X E g/a :bJ(X) ~ lnrr para algum n E Z} ( 4.4) 
Com estes fatos em mente temos 
Lema 4.3.3 Seja r a subgrupo de G tal que f/A r:j_ Lj para 1 S j S k c assuma 
qut: f/A seja um reticulado de GjA. Para fl E a* defiriimos 
H~'= {g E G/A: J1 {um auto vetor positivo para ~"(g)} 
(onde entendcrrws por auto vetor positivo urn auto 'Vetor associado a urn auto 
valor positivo). Se I'/A C HJ.!. então HJL = G/A 
Demonstração: Temos que H1, é um subgrupo fechado pois é uma isotropia da 
açào esférica de G/A no espaço projetivo de a·. Portanto é um subgrupo de Lie. 
Para ver que ele coincide com G/A primeiro notamos o seguinte. Se X E g/a e 
X rf, Lj então p não perteJlce a.o subespaço peso PJ a.ssocia.do ao peso complexo 
aJ + ib.~. DC' fato. se isto acontecer, entào Jl é autovetor da restriçào de L1 a Pj· 
Agora. restrito a. Pj, ternos que p( X) é dado como em 4.3. Dessa forma 
L:.(exp(X) ~ e"oiX) 
cos(b,(X)) sen(bj(X)) 
-scn(b,(X)) cos(bj(X)) 
* 
cos(bj(X)) sen(bj(X)) 
-sen(bj(X)) cos(bj(X)) 
D<ú, sendo a matriz de L'.~.:(exp(X)) restrito a Pj, a transposta da matriz acima 
e sendo JI autovetor real associado a autovalor positivo temos que bj(X) = 2l7r 
P<Jxa algum l E ?l., on seja, X E Lj. Como isto vale para l ~ j ~ k e f/A C Ef1,. 
então J-1 é auto vetor associado a autovalores reais de D.*(exp(X)) para todo 
g :...--;;: exp(X) E rjA já que f/A niio está contido em nenhum rios l/s. Con-
siderando t E IR, fixo, temos então que 11 é auto vetor eó.~(texp(X)) associado a 
autovalores reais. Pelo Lema 4.3.2 J1 é então auto ·vetor de esó.*(texp(X)) para todo 
sE IR f' novamente pdo Lema 11 é autovetor de ,6.""(t exp(X)). Como 1. é arbitrário 
f' gfa é abellana temos então que exp(tX) E H," para todo t E IR. Identificando 
gfa com G f A isto mostra que o cone convexo de gfa gerado por f/ A está contido 
em Hw )Idas, por hipótese, f/ A é reticulado de G f A e isto garante que o menor 
subgrupo conexo de G/A contendo f/A coincide com G/A. Portanto HM = GjA, 
conforme aJirrnamos. o 
A paxtir deste Lema obteremos uma condiçào necessária e suficiente para que 
um subgrupo de C esteja na posição geral com rda.ção a a. 
Teorema 4.3.4 Seja r um subgrupo de o tal que f/A Beja urn rflículado. Então 
r r:stá na posição geral corn rclaçâo a a se, c somente se f/A não está contido 
un ncnlwm dos subgrupos L1 • 
Demonstração: Tomemos p. E a"' nào nulo e consideremos o semi-espaço T = 
{X E a: p(X) ;:=: 0}. Nossa primeira observação é a seguinte: se g E G cntào T 
é inva.riante por 6.(g) se, e somente se J1 é autovetor positivo de ó"'(g). Para ver 
isso observe que; se ~~(g)(p) = 11 o b.{g- 1 ) = ap para algum a E IR+ não nulo, 
então ~(g- 1 ) e portanto D.(g) deixam T iuvn.riante. Reciprocamente. se ~(g) 
d<:ixa T invariante, então p e J.to1'1(g- 1 ) possuem o mesmo núcleo mostrando que 
um é múltiplo do outro e, é claro que o multiplo é positivo. Suponhamos agora 
que T seja f .. in\·aria.nte. l'\cste caso pé <Luto vetor positivo de á"(g) pa.r<~ todo 
g E r, ou seja, rjA C Hw Portanto, 1wlo lem<t acima., G =fi" mostrando que t' 
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é autovetor positivo de c:'l•(g) para todo g E G. Conseqüentemente T É' invariante 
sob c:'l(g) para. todo g E G e. em particular, {X E a: ft(X) =O} é um ideal de g. 
Para mostrar a rcdproca varnos admitir que r;A C Lj para algum j c mostrar 
que r não está na posiçào geral. Podemos supor sem perda de generalidade que 
I'/ A C L 1 e também que o corpo é algebricamente fechado. Neste caso, se }~ 
denota o subespaço peso associado ao peso complexo aj + íbj e Q; denota o 
subespaço peso a.ssocia.do ao peso real .Àj, 1 :::; j:::; k, 1 :::; i:::; s então 
e cada subespaço peso é C-invariante. Seja {vf.v~, ... ,vlJ un.1a base de P1 
segundo a qual a restrição de p a Pt se escreve como 
a 1(X) b1(X) 
-b1(X) a 1(X) 
* 
p(X) = (4.5) 
a 1(X) b1 (X) 
-b1(X) a 1 (X) 
Seja T1 o semi .. cspaço de P1 dado por 7\ =IR v}+ IR v}+ ... IR+vL e tomemos 
}::; claro que V e um serni-espa~~o de a. P;ua concluir a demonstração vamos 
mostrar que Tl é r- inYariante ·mas não é G-inva.riante. Como estamos supondo 
If4 C L1 , se X E f/A então bJ(.Y) = 2n;r para algum inteiro n e daí 2-.(X) = 
cP(x) é uma matríz triangular superior com um's na diagonal deixando portanto 7\ 
invariante. Tomando agora X E G/A ta.lque X fj_ L1 entáo. restrito a P1 , 0(X) é 
nma matriz de ordern Ã-'1 x k1 a qual possui na posição (k1 x k1 -1) o elemento não 
nulo b = e";(X)Mn(b1(.r)). Daí podemos ver que L( X) não deixa T1 invariante. O 
I\ o caso de só existirem pesos reais o teorema acima se resume no seguinte. 
Corolário 4.3.5 Suponha que os pesos da rcpreswtação adjunta de g em a, 
fatorada atranés de g/a, Bejam todos reaí8. Se r é um subgrupo de G tal q1J,e f/A 
e um rettculado de G /A então f está 1w posição geral com relação a a. 
Dem.onstração: .f~ suficiente observar a não existéncia dos subgrupos Lj no caso 
considerado. o 
Quando tomaTnos a como sendo o radical nilpotente de g temos. 
Corolário 4.3.6 Seja G um gr·upo de Lie solúvel conexo simplesmente conexo 
com álgebra de Lic g. Suponha que o radtcal nilpotcnle n de g seja abeliano e 
tonu':mos os subgrupos L1 de g/n associado.s aos pe.sos complexos da representaçâo 
adjunta de g ern n jatomda através de gjn. Se f é ttm reticulado de G entâo r 
eslá na posiçâo geral com relação a n st:_, c somente se r /.l'v' não está contido em 
nenhum dos sv.bgru.pos L1 . 
Demonstração: Sendo IV o radical nilpotente de G, então f /N é um reticulado 
de G/N (conforme Corolário 1.1 .6). Assim recaírnos nas c()ndições do teorema .. O 
Para o caso de grupos não simplesmente conexos temos. 
Proposição 4.3. 7 Seja G um gr11po de Li e solúvel cone:ro com álgebra. de Lie g 
f 
rerofn·inunlo 'll'llh'f r.sal de G. Se r f U./71 rclicnlado de c na. ]JO.'i1Ç(10 geral com 
rdaçiio ao radical nilpolentr: n de g entáo r = 7f-l (r) é reticalado na posição 
geral. 
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Demonstração: Sendo ker( r.) um subgrupo discreto de G é claro que l' é mn 
subgrupo discreto de ã. Por outro lado G/f"' (Gjker(x))/(Í'/ker(rr)) "'Gjr 
o qual é cornpa.cto. Dessa forma r é reticu!a.do de G. Identifiquemos as álgebras 
de Lie de G e G e tomemos um semi-espaço T de n invariante pela ação adjunta 
de f em n. Se d-rr denota a dífcrencial de 1r entii.o d1r é um isomorfismo de g e 
para y E ê) temos que 
Tomemos X E r(~ seja y E r tal que 7í(y) =X. Então 
o que mostra que d-rr(T) é um semi-espaço de n invariante pela ação adjunta. 
de r em n. Como r está na posição geral então dr.(T) é um semi-espaço de n 
invaTi<nlte pela açào adjunta de G. o 
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Capítulo 5 
Semigrupos no grupo afim 
Em nossa. aná1ise de semigrupos em reticulados de grupos de Li e solúveis será pre-
ciso considerar primeiro semigrupos no grupo de Lie bidimensional não abeliano. 
O propósito deste Ca.pítulo é apresentar resultados relevantes sobre estes semi-
grupos. 
5.1 Aspectos geométricos 
Conforme é bem conhecido o único grupo de Lie conexo simplesmente ronexo 
bidimcnsional não abeliano é a. componente conexa da identidade do grupo afim 
da reta. Vamos denotá-lo por Af+ e sua álgebra de Lie, que é a ünica. álgebra. 
de Lie não aheliana bidimensional, dowtaremos por af. Explicitamente, Aj+ é 
!R+ x IR com o produto da.do pela. composição de a.pllcações afim da reta, isto é, 
(p,:r)(q,y) ~ (pq,py + x•) p, q > O; ", y E ffi , 
Por outro lado, af é IR 2 com o co<:bcte dado por 
[(a, b), (ri, b')] = (0, ab'- a'b) , 
ô8 
A reta. vertical p = 1 é o Unico subgrupo normal não trivial de Af+. Sendo 
abeliano este subgrupo é na verdade o radical nilpotente de Aj+, o qual deno-
taremos por N. 
Segundo o Teorema 2.12 em [10] um grupo de Lie nilpotente possui reticu-
lado se. e somente se sua. á.lgebnt admite uma base com constélntes estruturais 
racionais. Para grupos de Lie sohíveis não temos um resultado similar, haja visto 
que af possuí uma base com constantes estrutur<:~is inteiras mas .Aj+ não possui 
reticulados. De fato; isto pode ser visto como segue: se r C .Aj+ é um reticulado 
então, pelo Teorema. 1.1.4. r n /V' é um reticulado de N e, sendo N ~ IR, este é 
um subgrupo cíclico de IR. Tomemos então um elemento (1,x0 ) em Aj+ tal que 
r n N = Z(l, :r 0 ). Sendo N normal em AJ+ o mesmo ocorre com r n N e1n I'. 
Daí, se (p, X) E r então 
(p, J,')( L xo)(p, ccr 1 ~ (l ,pxo) E f n N 
implicando que p = l. Conseqüentemente r c N e AJ+ I r não é compacto, 
contradizendo o fato de todo reticulado de um grupo de Lie solúvel ser uniforme. 
Antecipando a definiçáo de S<:'migrupo discreto em grupos de Lie solúveis 
esclarecemos que a mesma nao será. similar a Definição 3.1.3 dada no caso de 
grupos nilpotentes. De fato, o próximo exernplo mostra que um semigrupo ern 
A.f+ pode satisfazer a condição b) da. Proposição 3, 1.2 sem 110 entanto satisfazer 
a. çondição a) da mesma. 
Exemplo 5.1.1 SejaS= {(2k,n): k,n são ínteiros não negativos}. Conforme 
{ faC1:lmcnic verificáud S r! 11m subscmigrupo de AJ+. Tomemos a ui::i-nhança da 
identidade em i\{+ dada pM {/ = {(p,:r) E Aj+: i< p < ~ r -1 <:c<~} f 
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srjam (2",n).(2s,m) E ,'i' tais que 
'" 1- 1 < zk-$ _. 3 1 < 2k-' < , Dn ao 2 <... 2 e - 2 n - m 2. Sendo k, $, m e n inteiros 
não negaUvos extraímos da primeira desigualdade que k = s que substituída na 
scgtmda fornece-~ < n -- m < ~ e desta última resulta n = m. Isto mostra que 
S satisfa.z a condição b) da Proposição S. 1.2. No entanto S não está co-ntido 
em nenhum subgntpo discn'.tO de A_J+. De fato,· o subgrupo r de Aj+ gerado por 
S não é discreto. Pam ver isto tomerrws elementos a= (2k1 ,0), b = (2k,m) e 
12ko ) · " f' l-c = , , n ern .. J. ~-n .ao 
e se tomarmos 11ma vizinhança \/ da identidade em ..... 1f+ a qual é suficientemente 
pequena vemos que, se d E F então p = 1. Por outro lado, sendo os elementos a, 
b e c arbdráríos dado f.. >O vemos que é possz'vcl escolher os elementos dti forma 
a obter (1 'X) E r com X i: o c -t < X < (. Isto mostra que r não é di.scrcto e 
conseqiientcment.c S náo satisfaz a condição a) da Pmposição .'3.1.2. 
Analisaremos agora a a~ tnJ..n.slações à esquerda e à direita dos subgrupos a 
um pa.rámetro em Af+ 
Conforme pode ser facilmente verificado a aplicação exponencial de Aj+ é 
dada por 
b 
expt(a,b) =(e'", -(e1"- 1)) 
a 
se a i O e exp(O, t) = (1, t), Desde que exp t(a 1 b)) a :/:c O está na reta. com equação 
b b 
v= -u- --
a a 
a qual passa por (I, O) e tem inclinação bja., segue que os grupos a um parâmetro 
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df' Aj+ são as retas de AJ+ que contém o elemento identidade ( 1, O). Estas retas 
sào determinadas pelas suas inclinações e se uma reta não vertical tem indinaçào 
m entào sua equação é ·v = mu ~ m. Conforme dissemos anteriormente a. reta 
vertical que passa por (1, O) é o radical nilpotente N de Aj+. 
A estrutura do produto em Aj+ torna-se nítida pela análise da geometria das 
classes laterais à direita e à esquerda dos subgrupos a um parâmetro : As classes 
laterais à. direita ou à. esquerda de 1V são retas verticais em Aj+. Corn rdação 
aos outros subgrupos temos que 
(u, mu -- m)(p, x) =(pu, (x + rn)u- rn) 
mostrando que as classes laterais à. direíta do subgrupo é dado pela reta de 
iuclinação (:r+ m)jp que contém (p,x). Esta inclinação é menor que rn no caso 
de :r < mp ~ m, isto é, caso (p,x) esteja abaixo do grupo a um parâmetro. 
De uma maneira simétrica as classes laterais à esquerda por elementos a.cima. 
do subgrupo são semi-retas com inclinação maior que a inclínaçào do subgrupo 
c portanto os pontos da mesmas se distanciam do subgrupo qnando a primeira 
coordenada tende a +oo. 
Por outro la.do as classes laterais à esquerda sào dadas por 
(p, 1:)(11, mu ~ m) = (pu,pnw- pm) 
e portanto são pa,ralclas ao subgrupo. 
Estes c<.i.Jcu]os simples também mostram que uma translação à esquerda trans-
forma um reta nào vertical em urna reta paralela. enquanto urna t ra.nsla.çâo à 
direita muda a indinaçào das referidas retas. 
As considcraçô0s geométrica." aqni desenvolvidas serã.o utilizadas na scça.o a 
segUJr. 
61 
5.2 Semigrupos no grupo afim 
Conforme a Proposição 6 .. 5 de [7] os subsemigrupos tnaximais de interior nao 
vazio de Aj+ são a.s uniões dos subgrupos conexos unidimensio11ais de Aj+ com 
um de seus complementos\ isto é, são semi-espaços de Aj+ tendo por fronteira 
retas pa.ssaJJ.do pelo elemento identidade (1,0). Via esta cla,ssificação Lawson 
obteve uma classificação dos subsemigrupos maximais de interior não vazio em 
grupos de Lie solÚYeis tOJnando a redução do grupo. Mais precisamente se G é 
um grupo de Lie solún:-1 conexo e Af é um subsemigrupo maximal de interior não 
vazio de C entào o Teorema 11.1 em [7] estabelece que a redução (OR,MR) de 
(G,Af) é topologicamente isomorfa a (IR, IR+) ou a (Aj+,.A_j++), onde AJ++ é o 
semi-·espaço superior de Aj+. 
Assim como no caso de semigrupos com interior a determÜJação de condições 
para que um subsemigrupo S C Aj+ intercepte aR duas semi-retas de N serão 
fundamenta-is na classifi.caçà.o que daremos para subsemigrupos rnaximajs de re-
ticulados em grupos de Lie sohiveis. Com este objetivo em mente nosso primeiro 
resulta.do é o seguinte. 
Lema 5.2.1 Seja S C AJ+ u.m subsunigrupo e assuma que 
a) S inlerapta os dois semi-espaços lunitados por N 
b) O fecho topológico 8 de S não inten:r.pla a semi-reta inferior de N 1 isto é, 
se (1, x) E S então .-r;:-: O. 
Defina 
m+(S) =in!{_:"-: (p,x) E 8 nndp> 1) 
p- 1 
m-(S) =sup{--x-: (p,x) E S andp< I}. 
p-1 
Entào m~Un :S m+(cS'). Em particular estas 1gualdades sáo bcrn definidas. 
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Demonstração: Podemos também defmir m+(S) e m-(S) da seguinte maneira 
nt+(S') = inf{rn: (p,prn- rn) E S para algum p > l) e 
m- (S) = sup{ m ' (p, mp- p) E S para algum p < 1} 
Tomando (p,mp- m) e (q,nq- n) em S com O< p < 1 < q é então strficiente 
mostrar que m :::; n. Sejam j e k inteiros positivos. Então 
- k - k - k -(p,mp --- m)'(q,nq -- n)- = (p'q ,n(p'q" -1) + (n- m)(l- p')) 
pertence a, S. Agora, pelo Lema 6.4 de [7], dado E> O é possível escolher j e k 
tais que lpiqk- li < f e pi < c Isto mostra que (1, n- m) E Se assim, pela 
llipótese (b ), m :::; n, mostnlndo o \ema o 
C, - +( ') ' , I' - d I _,eometncarnente, rn ,) e a mawr me maça.o as retas que passam pe a 
identidade cujos semi-planos superiores contém a parte de S situada à direita de 
N. Como rn-(S) possui uma intcrpreta,ção simé-trica o lema acima implica que 
um :'lemigrupo sa-tisfazendo as hipóteses a) e b) do mesmo está contido em urn 
subsemigrupo de interior não vazio de Aj+. 
Podemos agora provar o principal resultado do capítulo, o qual será crucial 
na a.nálisP de subsemigrupos em grupos solúvf'is ~,m geral. 
Teorema 5.2.2 SejaS C Aj+ um snbsernigrupo satisfazendo 
b) S não está contido em nenhum wb.semigntpo de interior rúio vazio. 
E.'ntâo S intercepta as duas snrri-rda.s de N, isto é, existem :r,y >O tais que 
(L.r:) e (1,·-y) pertencem a S. 
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Demonstração: Sendo o grupo Aj+ / N isomorfo ao grupo aditivo dos números 
reais podemos descrever o grupo SI ;_\f como 
S'(N ={a E IR: 3x E IR with (e",x) E S}. 
Para. a E SI IV não nulo seja Ga o subgrupo de IR+ gerado por e'\ isto é, 
e seja. também .4for o subgrupo de Aj+ que se projeta em Gor , ou seja 
Af" = {(e"",x): x E IR,n E Z}. 
Por fim sejaS,)= S n Afa o subsemigrupo de S que se projeta no mesmo grupo. 
Vamos mostrar que1 para algum a, Sa intercepta a semi-reta. inferior de N. 
Suponhamos o contrário. Neste caso, desde que Sa se projeta em um snbgrupo 
discreto de IR, e SI I'>/ é grupo é claro que ele satisfaz <LS hipóteses do lema anterior. 
Portanto m±(S0 ) são bem definidos e se tem que m-(o)::; m+(o\ onde m+(n:) = 
m+(S,l) e m"-(n) = nc(.S'"). Geometricamente isto signif-ica que a parte de 8 
situada. à direita de N se encontra acima da reta v= m+(u)u- m+(u) e que a 
parte de 5' situada à esquerda de N se encontra acima da reta v= m-(a)u-
N 
t 
-·----- u 
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Fixemos cr E 8/.Y. com a > O. Como 8 não está contido em nenhum sub-
semigrupo de interior não vazio existe então ,fJ E SjN, com ;3 > O, tal que 
Analisemos inicialmente o primeiro caso, ou sep, quando m+(J3) < m+(o} 
:-ieste C<lSO existem :r 1 E !R e inteiro positivo n 1 e tais que o elemento (en1l3,.r1 ) 
pertence aSse está situado abaixo da reta v= m+(a)u- m+(er). Com isto 
Sendo n 2 um inteiro positivo e y E IR tais que ( en2 '\ y) E Se:., tomemos (a, b) E 
!R 2 tais que exp( a, b) = ( c''2"', y ). :'-·leste caso a incjjnação do grupo a um parâmetro 
que passa por ( e""~a, y) é ! . Pela definição de m+ (a), dado e > O é possível escolher 
n 2 c y de forma que 
Em part.i<:ular é possível fazer essa escolha de maneira tal que 
Agora. e··r. 13 (~ + .rd ~ ex;üanwnte a inclina.ção da trans]açào à direita do grupo 
a mn parâmetro exp(t(a,b)) pelo ponto (en1fi,x1 ). Dessa forma, pa.ra qualquer 
inteiro positivo nos poDtos ( e".:Jo-, y)n( en1·13 , x 1 ) ficam em uma reta cuja inclinação 
é menor que rn+(a). 
Sendo S/ IV um grupo é fácil ver que So/N é tambérn grupo. Entào, existe 
:; E IR tal que ( e~n1 f3, .::) E s{!. Corno translação à ('Squerda llâO altera. a indina.ção 
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dos grupos a um parâmetro temos então que os elementos 
estào em Sü pa.ra todo n > O e ficam em uma reta de inclinaç.ão menor que 
m+(a). Como cn" 2 '' ____..,. oo quando n --1- oo existem então pontos de S'(); abaixo da 
reta 1.' = m+(u)u- m+(a) e à direita. de J.V. Isto contraria a definiç.ão de m+(a). 
PQr argumentos análogos aos utiliza.dos acima concluímos também a impossi-
bilidade do caso em quem -un > m +(a). Assim S intercepta a parte inferior de 
IV'. Para mostrar que S intercepta a p;,rte superior de N basta aplicar o argu-
mento acima ao subsemigrupo Q(S) onde rj> é o automorfismo de Af+ dado por 
o/(p, x) = (p, -x). o 
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Capítulo 6 
Semigrupos • • maximais em 
reticulados de grupos de Lie 
solúveis 
~este capítulo G denotará um grupo de Líe solúvel conexo simplesmente conexo 
e f um reticulado de G. Denotaremos a álgebra de Lie de G por g e n será o 
radical nilpot.ente de g. Também usaremos a notaçiio N par<t o subgrupo conexo 
de G associado a n e exp para a aplicação exponencial de G. 
Nosso propósito final é mostrar que um subsemigrupo S C r que nào está 
contido em nenhum subsemigrupo de interior uão vazio de G é um grupo. A 
maneira pela qual olharemos o problema será a quebra de S em seu quoclcnte 
S/N' e em sua interseçã.o S n N com o radical nilpotente. O ponto chave da 
questão é o fato de }\l ser um subgrupo nilpotente, normal de G que contém o 
subp;rupo derivado [G, GJ e de estar bem situado com respeito a f no sentido em 
que r n N e rjN são reticulados de l'v' e GjN respectivamente. 
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6.1 Semigrupos discretos em grupos solúveis 
Na primeira seção do Capítulo:) discutimos a definição de subsemigrupos discre-
tos em grupos topológicos nilpotentes. Lá, de três possibilidades iniciais, descar-
tamos uma e mostramos que as outras duas eram equivalentes. Isto motivou a 
Definição 3.L3. Posteriorrnente, no Capítulo 4-, mostramos que em Aj+ existe 
um subsemigrupo S para o qual exibimos uma vizinhança da identidade U satis-
fazeudo a propriedade b) da Proposição 3.1.2, isto é, :ry- 1 EU, com x,y E S, 
implíca x =.: y mas 8 não está. contido em nenhum s11bgrupo discreto de Af+, ou 
seja, não satisfaz a condição a) equivaJente a b) na mesma. Proposiç.ão. Isto sugere 
a seguinte definição para subsernigrupos discretos em grupos de Lie solúveis. 
Definição 6.1.1 Seja G um grupo de Lie solúvel e S' C G um su.bsemigrupo. 
Dizemos qut S' /discreto se e.rístir nm subgrupo discrdo de G' contendo S. 
A Proposição abaixo é triviaL 
Proposição 6.1.2 Um subsemigrupo S de um gn.tpo de Lif solúvel G é discreto 
se r somente se o subgrupo de G gerado por S é dú.:crflo. [j 
Para os re.sultados a serem obtidos aqui, o Capitulo sobre cones ínvariaJltes 
será crucial. Neste se11tido, para garantir a existénci<t do interior algébri(;o ncces-
sitan:•mos que S gere um subgrupo finitamente gerado. Devido a isto não vamos 
trabalhar simplesmente com subsernigrupos discretos mas sim corn subsemigrupos 
de reticulados de c;. 
6.2 Semigrupos em reticulados de grupos de 
Lie solúveis 
Nesta seçã.o desenvolveremos questões prdiminares a serem utilizadas nas seçôes 
subseqüentes. Salvo menção contrária manteremos fixas as hipóteses c notações 
da introdução do Capítulo. 
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O primeiro resultado estabelece condições para que a, projeçao de um sub-
semigrupo de G em GjN seja um reticulado. Este resultado pode ser obtido 
para snbgTupos mais gerais que N. 
Proposição 6.2.1 Seja H um subgrupo conexo fechado de G tal que H n f seja 
um rei icl!lado de 1-J c [G\ G] C H. Considere a projeção canônica r. : G -+ G I li c 
8 C r lf'ln subsernigrupo gerador. Se S não está contido em nenhum subsemigrupo 
pNÍprio de intcrwr não va::io dt· G então r.(S) =r.( f){: 11.rn. retículado de Gjff. 
Demonstração: Desde que H n f é um reticulado de H, pelo Teorema 1.13 
de [10], ternos que Hf é fechado em G e conseqüentemente r.(f) é fechado no 
grupo de Lie conexo abeliano G/H. Agora, como f é discreto ;r(f) é enumerAvel 
e assim é subgrupo discreto de GjH. Sendo C:jf compacto o mesmo ocorre com 
~(G)j1r(H). Assim ~(r) é um reticulado de G/ H. 
Agora, sejaS' um subsemigrupo de interior não vazio em G I H contendo 1r(.S'). 
Então 1r-1 (S'') é um subsemigrupo de interior não vazio de G contendo S, Pela 
hipótese sobre S isto acarreta que 1r- 1(S') = O e assim S' é um subgrupo de 
Gl }{ com poutos interiores. Pela conexidade de G'j H conch1ímos que S' = G'/ H. 
Isto mostra que 1!(5') é um subsernigrupo gerador do retin1lado f/H o qual não 
está contido em nenhum subsemigrupo de interior não vazio de G/ H. Sendo 
Gjfl grupo abeliano a Proposição 3.2.2 garante que 1r(S') = 1r(f) e isto conclui 
a demonstração. O 
Tomando H como sendo o radical nilpotcnte de G temos. 
Corolário 6.2.2 SeJa S un1 semigrupo gerador de um retic·ulado em (} o qual 
não está contido em nenhum Sttb.~cmigrupo próprio dr interior não va:::io. Se ;r 
denota a pro.feçâo canôn-ica de G em OIN então 11(8) é um n:ticnlado. 
Dernonstração: EYidente já que, pelo Teorema l.l.4. a interse(;ão de um reti-
n1lado de G' com /li é um reticulado. o 
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Se. além das hipóteses da propos1çao, 8 C G for um subsemigrupo para o 
qual S n H é um grupo entà-o o Lema 3.3.8 garante que S é um grupo. Para 
futuras refert?ncias estabeleceremos isto formalmente. 
Corolário 6.2.3 Nas mesmas condições da proposição S é um grupo se! e so-
mente se S n l1 é um grupo. o 
A próxima conseqüência da proposiçáo acima mostra que há urna diferença 
fundamental entre o caso nilpotente e o caso solúveL 
Corolário 6.2.4 Mantendo as notações e hipóteses da propostçiio 6.!2.1 icrrws 
que In l1 I 0 para todo ·ideal à direita 0'11 à esquerda 1 de s. Em particular os 
ideais intalg(S) e intalgs(S) inte-rceptam H. 
Demonstração: Seja I um ideal à direita de Se tomemos x E 1. PeJa proposição 
Sj I-1 é um grupo. Portanto, existe y E S tal que xy E H. Desde que I é ideal à 
direita, segue que xy E In H. Para ideais à esquerda a prova é a mesma. [J 
Sot(~ que todos os corolários acima continuam válidos tomando H como sendo 
/V. Neste caso, DO entanto, podemos enfraquecer a..<; hipóteses já. que rnN sempre 
é reticulado de N. Esta versão será a mais utilizada por nós. 
O resulta.do a seguir a.ponta nossa linha. de açào a fim de obter para .subsemi~ 
grupos de grupos de Lie solúveis resultados sirnjlares aos obtidos para os grupos 
de Lic nilpol<:mtes. 
Corolário 6.2.5 Seja 8 um subsemigrupo gerador de r e suponha q'UC S nao 
u;tá contido em nenhum subsemigrupo próprío de í11terior nâ.'o vazio. Se S n .N 
não u;tá contido em nenhum subsemígrupo de ínterior não vazio de N então 8 é 
um grupo. 
Demonstração: Temos que SjN é urn grupo. Com este fato nao é difícil 
mostrar que S é tra.nsitivo no grupo abeliano rj( f' n N) e, conseqüentemente, 
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pela Proposição 2.1.3, S n N é um subsemigrupo gerador do reticulado r n/'{ de 
~v. Como S n /'v' não está contido em subsemigrupo de interior não vazio então 
o Teorema :~.4.1 garante que S n N é um grupo. Com isso o Lema. 3.3.8 garante 
que S' é grupo. o 
Somente a hipótese de S não estar contido em subsemigrupo p.róprio de inte-
rior niio ·vazio não garante que o mesmo a("Ontece para o subsemigrupo S n N em 
N, isto é, a segunda hipótese no corolário a.cima não pode ser retirada. Isto é o 
que mostra o seguinte exemplo. 
Exemplo 6.2.6 Considere em G 
seguinte prodnto 
onde A é a matriz real2 x 2 dada por 
IR X IR 2 a estrutura de grupo dada pelo 
O é um grupo de Lie c11ja álgebra de Lie g é o prod1.tto semi-di-reto de IR por IR 2 
com representação dada pelos múltiplo.'> da ·matriz A. E.rph:citamente g =IR x IR 2 
com cochete dado por 
[(t, u), (8, v)]= (0, A(tv- su)). 
Obviamente g f uma álgcb·m de Li e solúvel não nilpotrnte cujo radical ni!poiente 
{ n = {O} X IR 2 . Com cálculos simples pode se moBlrar q11.e n nâ.o contém ideaí.:: 
1midimensionais de g e daí, pelo Teorema 1.4.4 concluímos que n é a úníca 
subalgebra de codúnensão um de g. Seja 
r= 2r.:z x 71..2 
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r I! 1111/. S?Jbgrupo abeliano discreto de G e sendo G ;r homeomo1jo a 81 X T 2 
que t! compacto 1 r t' na 11erdade um reticulado de G. 
Conforme a caracterízaçào de Lawson para subsemigrupos maximais de inte-
riM não vazio de grupos de Líe solúvei:;; os únicos subsemígrupos maximais de 
i11ten:or não va::io de G são 
M± = {(±t, u) E G: t :>O) 
St:ja 
8 = {(t,x,y) E [: x 2 0} 
é claro que 8 é um semigr·upo próprio de G o qual gera f e não está contido em 
nenhum subsemigr·upo de interior não vaz·io de G. 
Ressaltamos que a Definição 4.3.1, onde introduzimos o conceito de posição 
geral de um reticulado, foi motiva.da por esse exemplo. 
6.3 Semigrupos em reticulados de grupos de 
Lie solúveis com nilradical abeliano. 
No exemplo da.do acim<:t a. representação adjunta de g em n nao possui pesos 
rea1s. No entanto, sendo su<t comp\exificaçào dada por 
( 
ü o ) p(t) = 
o -ü 
temos que ±íb(i), onde b(t) = t e ·i = V=T, são os úniws pesos desta repre-
sentaçào. Dessa. forma temos um 1.Ínico subgrupo, a saber, L= {f- E IR : b(-t) ""' 
mr, n E Z} para. verificar a posição geral do reticu.!ado f (Definição 4.3, 1 ). Ora, 
r;s·:::::::: 2;r7l =_L mostrando que r nào está na posição geraL 
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E~t.e exemplo mostra. uma situação típica onde o resultado desejado nao 
ocorre. O ponto chave da questão é o aparecimento de raízes complexas na 
reprc:scntação adjunta de g causando a existência de subespa~·os em n que são 
invariantes pela ação adjunta de r mas não de todo o grupo G. 
Vamos agora assumir que G é um grupo de Lie solúvel conexo simplesmente 
conexo com radical ni1potente /1,/ abeliano e que f é um reticulado em G o qual 
se encontra na posição geral. Nosso objetivo é mostrar que, com estas hipóteses, 
a situação ocorrida no exemplo 6.2.6 não se verificará, ou seja, um subsemigrupo 
gemdor S C r que não está contido em nenhum st>migrupo com pontos interiores 
{~ um grupo. Para isto vamos assumir o contrário e obter urna contradição. 
Com as hípóteses acima, derivamos do Corolário 6.2.5, que S é grupo sej e 
smnente se S n N nã.o está contido em um subsemigrupo de interior não vazio de 
/V'. Colocando a questão em termos do cone 
W =fecho{ :r E n: 3 t >O com exp(t:c) E S n N} 
introduzido em ,-1.2 e observando que estamos supondo n abeliano t,emos que Sé 
grupo se, c somente Sf' ~V= n. Portnnto~ assumir que S não é grupo é equivalente 
a. assumir que H/ é um cone próprío de n. 
Vamos então assumir que H/ é próprio e conseguir uma contradição. 
Pelo Corolário 4.1.3 H/ é um cone gerador inva.ria.nti" pela. ação adjunta. de l' 
em n. Sendo próprio. pela Proposição 4.2.1, derivamos que H/ está contido em 
um semi-espaço de n invaxiante pela ação adjunta de r em n. Como estamos 
assumindo r na posição geral um tal semi-(;'Spaço é invariante pela ação adjunta 
do grupo e, conseqüentemente. se h dcnot.a o hiperplano que delimita um tal 
semi··espaço, h é um ideal de g. 
Kesumidamentc. as hipóteses aorna e a suposiçào que S nào é grupo, acar-
retam a existência de um hiperplano h de n o qual é um ideal de g e tal que W 
está contido em um dos semi-espaços de n limitado por h. 
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Seja H o subgrupo normal conexo de C cuja álgebra de Lie é h e considere a 
pro jeçâo canômca 
O: G -• Gjlf. 
A hipótese que S não está contido em nenhum subsemigrupo de interior não vazio 
implíca que o mesmo acontece com o subsemigrupo 1f{S') em G j H. 
Agora. existem três possibilida,des exclusivas para G /H, a saber: 
i\) G /H é abeliano. 
B) G/ H é ni.lpotente não abelíano. 
C) Gj li é solúvel não nilpotente. 
Vamos mostrar que estes três casos conduzem a uma contradição. Primeira-
rnente ternos. 
Lema 6.3.1 O caso (A) conduz a ltma contradição. 
Demonstração: Desde que G /H é abeliano e G é simplesmente conexo, G /H ~ 
fRk para algum inteüo positivo k. Também, desde que h é hiperplano de n, .N/ 11 
torna-se um subespaço unidimensional de GjH. Agora, o fato de 8(S) não estar 
contido em nenhum subsemigrupo de interior não vazio implica que seu fecho con-
vexo coincide com C /H c assim qualquer raio de G /H pode ser arbitra.riarnente 
aproximado por elementos de O(S). Em particular isso acontece para as duas 
scrni~reta::; definidas pelo subgrupo unidimensional IV/ H de G'/ H. Sendo no en-
t.anto I'/S um reticulado de G j.-V ;::::; ~j~j o mesmo é, em particular, um subgrupo 
discreto. Dai, existem elementos de O(N n 5') arbitrariamente próximos da.s duas 
serni~retas defir1idas por I\' f f! e isto mostra a existência. de pontos de S nos dois 
semi-espaços de n delimitados por h._ co11tradizendo a suposiçào feita sobre TV. O 
Lema 6.3.2 () caso (B) tnmbbn conduz a uma contradição. 
Demonstração: Temos que a. álgebra derivada (g/hY está contida em njh. 
Contudo. como njh é unidimensional e g/h é não abeliana. a igua.ldade (g/h)' :::..c: 
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n/h ocorre. Por outro lado, (g/h) 2 = [g/h, (g/h)'] =0, caso contrário g/h não 
S{;ria nilpotente. Além disso, fT >=:::::,~~é um reticulado no grupo abeliano Gjlv' 
mostrando que srv é racional no sentido da Proposição 3.3.10. Dessa forma 
O(S) í1 NjH não está contido em nenhum semi-espaço de N/H mostrando que 
S n ;V intercepta os dois semi-espaços de n delimitados por h e isto çontraria a 
suposiçào feita sobre W. o 
O caso (C), sem dúvida, é o mais envolvente. Em sua análise será necessário 
o seguinte f<üo sobre álgebras de Lie possuindo álgebra. derivada unidimensionaL 
Lema 6.3.3 SeJ·a p uma álgebra de Lie não nilpotente tal que dim p' =1. Então 
existe um Úntco ideal abeliano k C p de codímensão dois tal que pfk é não 
a!Jeliana Além disso, k está contr'do no mdical nilpotente n(p) de p e n(p) é 
abeliano de codirnensão um. 
Demonstração: Denotemos <t representação adjunta de p em p' por p. Desde 
que dim t/ = 1, temos que kerp possui codimensão zero ou um. Se for zero 
então [X, p'] = O para todo X E p implicando p ser nílpoiente contrariamente 
a hipótese assumida. Portanto kerp é um idca.J de codimensão um em p o qual 
contém a álgebra derivada p 1 • Tomemos uma base 
{X, Y,, ... , Yc, Z) 
de p tal que X rf_ ker p, Z E p' e {Y, ... , Y,, Z) é base de ker p. Como [X, Z] 7' O 
pode-se escolher X de forma que [X, Z] = Z. As constantes estruturais desta 
base são então da.das da seguinte forma 
Afirmamos que b;j O. Para ver 1sso usmnos a identidade de Jacobi afim de 
7.5 
obter 
b,1Z [X, b,5z] 
[X, [1~, }j]] 
[[X, li], lj] + [Y;, [X, }j]] 
o 
Como Z :f. O então bij = O. Dessa forma ker pé um ideal abeliano de p possuindo 
codimensão igual a 1. Como conseqüência tem-se que p é o produto semi direto 
de IR por ker p com representação dada pela adjunta de X. 
Considere agora a. restrição de ad(X) a ker p. A imagem dessa transformação 
linear é unidirnensional, implicando que seu núcleo tem codimensão um em ker p. 
Denotando esse núcleo por k temos então que k é um ideal de p já que ker p é 
abeliano e [X, k] =O. Mais ainda, como [X, Z] f: O então ker p = p' ED k de onde 
se vê que p/k é não a,beliana de dimensão dois. Quanto a. n(p) ser de codimensão 
um segue do fato de o mesrno coincidir com ker p e quanto a unicidade de k esta 
segue pela sua construção na demonstração. o 
C ma simples conseqü(oncia. do lema acima, que necessitaremos. é a seguinte. 
Corolário 6.3.4 Seja p uma álgebra de Li e como acima e h C n(p) um idwl 
de codimensão doís em p. Então p' C h o1t h = k onde k é o ideal do lema 
anlinor, 
Dernonstração: Se p 1 ~ h então pfh é a álgebra bidírnensional não abeliana. 
Pch unicidade de k no lerna segue que h= k o 
Retornemos agora ao caso (C). Temos que a álgebra derivada de gfh coincide 
corn n/h já que g/h {; não abeliana.. Em particular dim(g/h)' = 1. Denotemos o 
r<~dio::;;tl nilpotente de g/h por m e consideremos a projeção canônica 
r.' gjh ~ (g/h)/(g/h)' ""gjn 
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Identificando a álgebra (g/h)/(g/h)' com o grupo (G/H)/[G/ H, G /H] obtemos 
que a projeção de r define um reticulado f em (g/h)/(g/h)'. Com estas notações 
seja V o su bE-'spaço de g jn gerado por ·rr( m) n f' e coloquemos q ='lr- 1 (V). Sendo 
g/h solúvel temos (gjh)' C me daí é claro que q C m. Pelo lema 6.3.3 m é 
abeliano e, em partindar, q é também abeliano. Também q é ideal de g/h pois 
(g/h)' c q. 
Agora., seja Q o subgrupo conexo de G/ H associado a q. Por construção 
este é o menor subgrupo conexo do radlcalnílpotente M de G/H que contém 
0(5') n Af. Isto pode ser visto a partir do fato que 1r(O(S)) =f. Tomemos o cone 
fV em q gerado por B( S) n Q, corno em 4.2, isto é1 W = fecho{ :r E q : :3 t > O 
com exp(t:r) E 0(5') n Q}. Pelo Teorema 4.1.2 W é invariante pela aç.ão adjunta 
de O(f) em q. 
Temos duas possibilidades 
l. H./= q. Neste caso, como no caso (AL para qualquer raio r em q existe um 
elemer1to de O(S) nQ arbitrariamente próximo de r. Aplicando isto aos dois 
raios da. reta n/h E~ retornando a G isto significa que os dois lados de li em 
N podem ser aproximados por elementos de S. Mas, sendo r'/N discreto 
isto implica que s n N inter(Cpta os dois lados de H em N (Oiltradizendo 
a suposição feíta sobre H' ser próprio. 
2. lV é um cone próprio de q. Observe que os pesos da representação adjunta. 
de gjh em q são reais já que (g/hY é unidimensional. Como conseqüência, 
pelo Corolário 4.3.5, O(f) está na posiçáo geral com relaçã.o a q e portanto 
Hl está contido em um semi-espaço de q limitado por um ideal h de g/h. 
Tornemos agora X (/!. m e formemos a su balgebra p gerada por X e q. 
Temos que p é solúvel não nilpotente pois se ad(X) restrita a q for nilpo-
tente o mesmo ocorre com ad(X) em g. obviamente q é o radical nilpotente 
de p c p' é unidimensionaL Nestas condiçôes o Lema 6.:3.2 garante a. ex-
istência de um (Ínico ideal k de p contido em q tal que pjk r::::: Af+. Ainda 
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mais, sendo ii um ideal de codimensão um em q o Corolário 6.a.4 garante 
que (g/h)' = p1 C h ou h= k Analisemos estas duas possibilidades sepa-
radamente. 
(a) (g/h)' = p' C h. Esta possibilidade pode ser excluída já que, módulo 
o grupo derivado de Gj H, O(S) é um grupo assim como o éS módulo 
o grupo derivado de G. Portanto existem pontos de W em ambos os 
lados de quaJquer hipE;rplano q que contém (g/h)'. 
(b) h = k Neste caso seja k1 C m o idea1 de g/h mencionado no lema. 
Temos pela unicidade que k1 n q = k Seja J\."1 c Gj H o subgrupo 
conexo associado a k1 . Como k1 é de codimensão dois e (g/h)/k, é 
não abeliana ternos que (G/ H)/ K1 é isomorfa a Aj+. Portanto, se 
colocarmos S' = O(S)j Kt, então 5 1 é um subsernigrupo de Aj+ o qual 
não está contido em m~nhum subsemigrupo próprio de interior não 
vazio. Também, módulo o grupo derivado de AJ+, S' é um grupo pois 
módulo [G/H,G/H] o subsemigrupo O(S) é um grupo. Portanto, S' 
satisfaz as condições do Teorema 5.2.2 mostrando que ele intercepta as 
duas semi-retas do grupo derivado df' A,(+. Isto significa que O(S) não 
está. contido em semi-espaço de G/ H limitado por K 1 e isto implica, 
pela construção de q, que O(S)nQ não está contido em um serni-espaço 
de CJ llmitado por K. Portanto esta possibilidade para h também deve 
ser exclui da. 
Estes casos mostram que a possibilidade (C) também conduz a um con-
tradiçào. Portanto as três possibilidades (A), (B) e (C) não podem otorrer e 
temos assim o principal resultado desta seção. 
Teorema 6.3.5 Seja G um grupo de Ltt .wJlúvel conf.ro simplesmente conexo 
com radical nilpotente ]V abeliano. Suponha que r C G seja nm reticulado na 
pmnção geral com relaçâo a N e qu.e s c r é U'/11- 8ubsemignl.p0 geradm· o qual 
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niio está contido em nenhum subsemigrupo própr·io de interior não vazio. Então 
S=f. o 
6.4 Semigrupos em reticulados de grupos de 
Lie solúveis 
Nesta seção vamos mostrar como reduzir a análise de sem1grupos em grupos 
solúveis em geral para aqueles com radical nilpotente abelianos. Isto vai requerer 
os seguintes três lemas. 
Lema 6.4.1 Sejam. G ·um gTupo de Líe sohi'vcl conexo com radícal nilpotcnte 
N não abeliano e 1r o homomorfismo canônico de G em Gj[N, N]. Se r é um 
n:ticY1ado de G esc r é um subsemígrupo ,qerador tal que 1r(S) é grupo então 
S n N é .grupo. 
Demonstração: Corno [N, I\1] C ;V ternos que K(S n N) = 1r(S) n 1r(N) (~sub­
grupo de Gj[S, N]. Além disso note que a restrição de 1r a /V coincide com a 
projeção canônica de /V sobre Xj[N, N]. Neste caso o Corolário :3.4.4 garante o 
afirmado. o 
Lema 6.4.2 Seja g urna álgebra de Lit' solúvel real com radical nilpotcnte n" 
Seja s C n -um ideal abeliano contendo a álgeb-ra derivada g 1 c denote por p a 
representação adjunta da álgebra de Lú: abelíana gjs em s induzida pela n:pre-
scntaçiio a.d)'unta de g em s. 8fja n' a álgebra derivada de n e denote por p1 a 
representação de g/s em sjn' induzida por p. Então os pesos não n-u.los de (a 
CO'!'nplexificação de ) p e p' coincidem. 
Dernonstração: Através da cornplexificaçã.o das representaçôes podemos trab<k 
lha r no corpo dos números complexos. Sejam {>11 , •.• , Àv} os pesos de p e denote 
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por s_11 os correspondentes subespaços pesos. É suficiente mostrar que S>.j nao 
está contido em n 1 se .\j é um peso não nulo. Para isto fixamos j tal que\ #- O e 
usamos o Teorema de Engel para obter uma ba.se {Y1, ... Ys} de S).1 tal que, com 
respeito a ela, a restrição de p(X) a S,\
1 
é escrita como 
.A,(X) * 
Afirmamos quen1ns,\, está contido no subespaço V de s;,.
1 
gerado por {Y1 , ••• , Y5._ 1 }. 
Supondo que a afirmaçã.o é falsa existe Y E n' n s-'; tal que Y #-O modV. Pode-
mos assumir que Y = Ys modV. Tornemos X E g tal que sua projeção X E g/s 
satisfaça Àj(X) f O. Então, módulo V, [X, Y] é igual a .\(X)Ys. Por outro lado, 
Y é uma soma do tipo 
Y~ Dz,.w,J 
k 
com Zj. H<1 E n. Tomando o cochcte com X e aplícando a identidade de Jacobi 
ohternos 
mostrando que [X, Y] pertence a [n,g'] que por sua vez está contido em [n,s]. 
Assim basta verificar que [n, s] nã.o tem componentes na direção de Ys- Para ver 
isto t()memos urna base {Yj1 ~ .... }·;;')para s.\3 • 1 S: j S: p. Dessa. forma,, se W E s 
ent.ào 
lV = Laü}~j 
'•) 
Seja Z E n. Então 
[Z, WJ =L a;5[Z, lii] 
t.J 
80 
Agora, ad(Z) é nilpotente e da:í À1 (Z) =O. Dessa forma. restrito ao subespaço 
peso s.\ temos que 
' 
p(Z) = 
o * 
o 
não possui componente na direçã.o de Yj para 1 ::;: j ::;: p. Isto conclui a demon-
' 
~tração. o 
Seja agora g urna álgebra de Lie solúvel com radical nilpotente não ahelia,no 
n e coloquemos g 1 = g/n' 1 s 1 = n/n'. Temos que s 1 é um idect1 a.beliano de g 1 o 
quaJ contém a álgebra derivada g~. Tarnbém, como s1 é abelíana a representação 
adjunta de g1 em s 1 se fatora através da álgebra abeliana gt/s1 ~ g/n. Denote 
por p1 esta representação. Seja n1 o radical nilpotente de g1 . Se n 1 não for 
abeliano denote por p~ a representação de g 1 /st em s:~ = stfn~ induzida por p1 . 
Pelo lema acima os pesos de p1 e de p; coincidem. Além dissol p~ coincíde com 
a representação p2 obtida atra.vés da representação adjunta de g2 = gl/n~ em 
s2 fatorada. através de g1 js2 ~ gjn. Por continuidade deste processo obtemos 
álgehras gi com radicais nilpoü'nh's Di e ideais abelianos s; contendo g: tais que 
gifs; ~ g/n e com os pesos não nulos da representação p; de gi/s; em s;+l = sdni 
induzida pela. represE'nta.ç.ãD adjunta de g; em n;, coincidindo com os pesos não 
nulos da rcpH'sentaçào p induzida pela representação adjunta de g1 crn n/n' 
fatorada através de g 1/s 1 ~ gjn. 
g; -·-·- p; ·~~-- gl(s;) 
p, 
' P; 
g,L :""---.. -·-~~-,, 
'-P,· = Pi+l 
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Con\'(:-nciona.ndo que g0 = g e que no= n teremos pela finitude da dimensão 
da álgebra, que para algum inteiro positivo k. nk-J é não abeliano e llk é abeliano. 
Também. pela construção efetuada, não é difícil verificar a existência de ideais ji 
em g tais que g;;;:::: g/ji. Para estes ideais temos que Si= n/ji e também que as 
seguintes inclusões são verdadeiras 
f • • • ' f 
n C J1 C Jz C ]3 C · · ·Jk C g C n 
AssinL obtemos o seguinte lema. 
I.,ema 6.4.3 Seja. g uma álgebm de Lie solúvd com radica.lnilpolente n. Se n é 
nâo abeliano então existe urn ideal j de g contido em g', e portanto em n 1 tal que 
o radical nilpotente m de gfj é abeliano. Para este ideal temos que gfj :::-:::: gJni 
ondE. g; é definido indutivamente por g 0 = g e gi = g,-_ 1 /n,i_1 onde. n; denota o 
radical nílpotente de gi. 
Seja p1 [nspectivamente O] a repr-esentação de g/n "'(g/n')/n/n') "'(g/j)/(n/j) 
un njn' [respectivamente n/j] induzida pela representação adjunta de gfn' ern 
n/n' [n:spe.cfivamenie g/j em n/j]. E'ntão os pesos não nnlos de p1 e 8 coincidem.O 
Para homog<:'neidade de notação note qt1e o ideal j do lema acima é o ideal jk 
de g tal que o radical nllpotente flk de gk ~ g/jk é abeliano. 
Continuando com as hipóteses e notações assumidas denotemos por <y a repre-
:;entação da á.lgebra abeliana g;.:/nk em n~; obtida pela faJ.ora.ção da representação 
adjunta de gk em nk. Temos que Sk C nk e provavelmente a inclusão é própria. 
Pua o próximo teorema. precisamos explorar certa rel<lçà.o entre os pesos nào 
nulos das representações O e <p. Se X E gk/nk e y· E nk é autovetor de y(X) 
podemos Yer que Y E sk. Por outro 1adol se X E nk então O( X) é nulo como 
endomorfismo de s~o. já. que nk é übcliano. fsto mostra que os pesos não nulos ..p 
são dados por restrições de pesos náo nulos de() e estes, por S1Ja vez, sào <:~xtensões 
na.turüis de pesos nào nulos de :.p. 
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Com o lema e as observações acima é possível estender o Teorema 6.:).5 para 
grupos solúveis em geraL Primeiro note o seguinte: se r C G é um reticulado em 
nm grupo de lie solúvel conexo simplesmente conexo G e J é o subgrupo norrna.l 
conexo de G cuja álgebra é o ideal j do lema anteóor então r I J é um reticulado 
em G/}. Isto acontece devido a gjj ter sido construido por sucessivos quocientes 
da álgebra derivada do radical nllpotente e, conforme já mencionamos, se r é um 
reticulado de G então f /[N, ,V] é um reticulado em GI[N, N]. 
Teoren1a 6.4.4 SeJa G um grupo dc Líe solúvel cone.w simplesmente conexo 
com- álgebra de Li c g. Denote por n o radical nilpolente de g e por N o grupo 
conexo associado a IL Seja I' C G um reticulado e assuma q'ue ri[N, N] está 
na posição geral com relação a nl[n, n]. SeJaS C r um subsemigrupo gerador o 
qual não está contido em nenhum sub8cmigrupo própn:o de ínterior nrio vazio de 
O. Então S =r. 
Demonstração: Seja j o ideal de g dado pelo lema. acima e J o correspondente 
subgrupo normaL Temos que SI J não está contido em nenhum subsemigrupo 
de interior não vazio de C I J caso contrário S estaria contido em um tal sub-
semigrupo em G. Jnicialmente vamos mostrar que S/ J = f/ J. Como o radical 
nilpotente de glj é abeliano isto é conseqüência do Teorema 6.:1.5 se mostrarmos 
que rjJ E~stá na posiçã.o geral com relação a representaçã.o 'P· Pelo lema acima e 
o Teorema 4.3.4- vemos que f/1 está na posição geral com relação a representação 
O. Pela relação descrita entre os pesos não nulos de O e 1.p segue entã.o que f I J 
está na posiçào geral com relação a 'P confirmando a igualdade 5'1 J = f I J. 
Visto sobre a. construção original o grupo G I J é obtido via a seguinte cadeia 
de homomodismos canônicos 
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Gk-1 
[Nk-l, Nk_J] 
G 
J 
onde G0 = G e C,= G,._tJ[N;_ 1 ,N,_J] para 1 :Si 'S" k -1 sendo N1 o ra.dical 
nilpotente de GJ para. O :S j :S k-1. Com isto, via uma regressão na cadeia acima, 
vamos obter que S = r. Para isto denotemos o homomorfismo canônico de G,· em 
G;+1 por 1fi e coloquemos S'j+l = Ç1(S) onde Çj = 1fj01fj-I 0···1fo para O :S: j s; k-1. 
Conforme já mostramos Sk = (k_1(5') = 7fk_1((k_2(S)) é um grupo. Pelo lema 
6.4.1 isto implica que Çk_2(5') n Nk- 1 é um grupo. Como Nk-z/[Nk_z,Nk_ 2] c 
N,_ 1 isto implica que ç,_,(S)n N,_,j[Nk_ 2 , N,_,] = ~k-,(ç,_,(S)n Nk_,) e daí, 
pelo corolário :~.4.4, fk-3(5') n l'h-2 é um grupo. Continuando com este processo 
obteremos que w0 (S) n 1V1 é grupo e daí o mesmo acontece com S n N. Final-
mente, pelo Corolário 6.2.3, concluímos que Sé grupo mostrando que S = f. O 
Se r é um reticulado de um grupo de Lie solúvel conexo então r é um grupo 
finitarnente gerado. Dessa forma, pela Proposição 2.1.1, todo semigrupo gerador 
de r está contido em um subsernigrupo maximaL Via os resultados já obtidos 
podemos dar urna classificação dos subsemigrupos maxima.is de r em termos dos 
subsemigrupos maximais de interior não vazio de G' e, conseqüentemente, a partir 
das s(•mia.lgebras serni-espaços da álgebra de Lie. Especjficamente ternos 
Proposição 6.4.5 Seja G um grupo de Lie solúvel conexo e r C G um rehculado 
tal que I'j[N,1V] está na posição geral ern Nj[N,N]. Enülo os subsemigrupos 
ma.rimais de r são da forma rn.S' onde S é um subsem:igrupo maJ:imal de interior 
niio va:::w de G. 
Denwnstração: SejaS c r um subsemigrnpo g~..~rador o qual nã.o é grupo. Pelo 
Teorema 6A.4 S está contido em um subsemigrupo próprio de interior não nzio 
de G e portanto t:m um subsemigrupo maximal desta classe. lsto mostra que os 
únicos candidatos a subsemígrupos maximais de r são da formas n r onde S"' é 
subscmigrupo maximal de interior não vazio de G. Estes subsemigrupos sã.o na 
verdade maximais. De fato, o único subsemigrupo de interior não va.zio de G que 
contém 5 n r é o próprio 7{ Isto é uma conseqüência do Teorema 1.4. 7. o 
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Embora nào tenhamos mencionado é claro que há uma versão similar dess(· 
tE:orema para grupos de Lie nilpotentes sem, no entanto, haver a preocupação 
quanto a posição geral. 
Finalmente temos que as afirmaçôes dos 3.4.1 e 6.4.4 também ocorrem para 
grupos não necessa.riamente simplesmente conexos. 
Para. o caso nilpotente temos 
Teorema 6.4.6 SeJa G um grupo de Lie nilpote-nte cone:w e r C G urn. relicn-
lado. Suponha que 8 C f seja um s·ubsernigrupo gerador não contido em nenhum 
sv.bsemigrupo de interior não vaúo. Então S é um rctícnlado. 
Demonstração: Podemos supor sem perda de generalidade que 1 E S. Seja 
recobrimento universal de G' e tomemos f = -;r- 1(1'). Podemos ver que f é um 
reticulado de ê e que.~= 1r- 1(S) é nrn subsemigrupo gerador de f. Tomemos 
a-gora um subsernigrupo S de interior nào vazio em Õ ta.l que S C S C ê. Então 
S C 7r(B) C G e 7r(S) é um subsemigrupo de interior não vazio. Se x(S) = G 
afirmamos que ~5 = ê'; de fato: seja z E Õ e tomemos y E S tal que 1r(y) = 1r(z). 
Neste ca.so -rr(zy- 1 ) = 1 E Se da{ zy~ 1 = x E lJ C S. Portanto::;= xy E S 
mostrando o que afirmamos. Conrlusào1 se B é próprio, o rnc:'lmo acontece com 
r.(S) e assim a hipótese sobreS garante que S não está contido em subsemigrupo 
próprio de interior não vazio. Aplicando o Teorema 3.4.1 ternos 5' = f e daí 
8=f. o 
A vNsâo não simplesmente conexa para o Teorema. 6.4A é a seguinte. 
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Teorema 6.4. 7 Seja G um grupo de Líe sohít1el conexo com álgebra de Li e g. 
Seja n o mdical nilpotente de g e N o subgrupo conexo normal de G associado 
a n. Seja r c G um reticulado e assuma que f /[Nl N] está na posição geral 
com relação a rep-resentação adjunta de G j[N, NJ e·rn nj[n,11] fatorada através 
dt' G jN. Se S c r é um subsemigrupo não conüdo em subsem(qru.pos próprios 
de mterior nâo vazio então s = r. 
Demonstração: Assim como na demonstração da versão nilpotente tornemos 
um recobrimento universa.l1r : G-----'~ G de G. Se N denota o radical nilpotente de 
G entào Õ/[IV, NJ é recobrimento universal de Gj[N, N] e pelos argumentos usa~ 
dos na. demonstração do teorema anterior f/[N,N] um reticulado de Õj[N,N] 
_ Pela Proposição 4 .. 3.7 Í"/[N·,~tV] está na posíçào gerai em Õj[N,N]. O resto 
da dernonstra.ção segue exatamente os mesmos passos usados para obter a versão 
nilpotente corn a. única. ressalva que) ao invés do Teorema 3.4.1, aqui utilizamos 
o Teorema 6.4.4. o 
Por fim rnostrarernos como obter uma família de exemplos onde a conclusão do 
Teorema 6.3 . .5 não se aplica sem a hipótese da posiçã-o geral do reticulado. Para 
isto tomamos um grupo de Lie solúvel conexo G com álgebra de Lie g possuindo 
radi1-al nilpotente n abeliano. Vamos também assumir que gjn se ren.liza como 
suba.lg;ebra de g. Com isto g é o produto semi-direto entre as álgebras abelianas 
g/n e n onde g/n denota. uma subalgehra de g lsomorfa. a gfn e a representaçào 
é dada via a fatora.çã.o da representação adjunta. de g em n fatorada através de 
gjn. Assumindo que G possui um reticulado f que nào está na. posição gera! com 
rela.ção a n e adotando as notações introduzidas n<1 demonstração da segunda 
parte do Teorema. 4.:~.4, com a = n, introduzimos 
S "" r n (g/n x T). 
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Fazemos as seguintes afirmações: 
a) 8 é um semign1p0 prÓprio gerador de r 
b) S não está contido em semigrupo próprio com interior 
as qua.JS seguem quase que imediatamente a partir da identificação de f com 
r /n x (f n n). De fato: a verific-ação de que 8 é semigrupo segue imediatamente 
das considerações feitas na demonstração do Tt~orema 4.3.4. Que S é gerador 
segue do fato de r n n ser um reticulado do gTupo aditivo correspondente a n 
e que é próprio do fato de 1' ser um semi~espaço de n. Quanto a. afirmação b) 
notemos inicialmente que existe um ünico semi-espaço de g contendo S a saber, 
o sem1-espaço W = gjnx T. A partir do fato já demonstrado em 4.3.4 que 
a fronteira de T nào é um ldeal de g segue que a fronteira de TV nào é uma 
subalgebra de g, ou seja, W não é semialgebra semi-espaço de g. A partir disso e 
da classificação dos semigrupos maximais de interior não vazio em grupos de Lie 
sohíveis (Teorema. 1.4.7) segue-se o afirmado em b ). 
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